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 مقداري تعريف شده در-رده توابع دو  فرض كنيم: هديچك
  ردههاي جديدي از توابع  زيررده در اين تحقيق باشد.Uقرص يكه

  وابسته به عملگر كوماتو را معرفي نموده و تقريبي براي ضرايب
a2 و a3 هاي  بسته به ردهچنين نتايج جديدي وايابيم. هم مي

  آوريم. دست ميمذكور را به

گون، تابع محدب از  مقداري، تابع ستاره-تابع دو :كلمات كليدي
  ، عملگر كوماتو، عملگر سالاگين.αي  مرتبه

Abstract: In the present paper, we introduce and 
investigate new subclasses of the function class   
of bi-univalent functions defined on the open unit 
disk U  which are associated with the Komatu 
operator. Furthermore, we find some estimations 
on the coefficients 2a  and 3a for functions in 

these new subclasses. Several new consequences 
of the results are also pointed out. 
 

Keywords: bi-univalent function, Starlike 
function, Convex function of order α , Komatu 
operator, Salagean operator.

  

 

  مقدمه 1

A  يكه رصتوابع تحليلي بر ق  ردهرا 

{ : }U z z  1  :به فرم زير در نظر بگيريد  
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f (z) z a z

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 
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 مقداريتوابع تك  ر رده، زيAاز  S ردهفرض كنيد زير
fباشد. تابع  Uبر S گون از مرتبه ستاره  α          
)  0   شود، هرگاه ناميده مي Uر د )1

  

'( )
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zf z
f z


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 
 

  

S*با نماد  ردهاين   ( ) شود. تابع  نشان داده مي
f A محدب از مرتبه  α  برU شود،  ناميده مي
   هرگاه

zf ''(z)
Re .

f '(z)

 
   

 
1  

K( )  شود. به كار برده مي اي ردهبراي نمايش چنين  
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را به فرم  aL، عملگر انتگرالي ]1[ 1اتوماخيراً كو

  :زير معرفي نموده است

)2(  
a

a

a
L f (z) t log f (zt)dt,

( ) t

z U,a ,


        
   


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0
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0 0
   

fلذا، اگر  A داراي نمايشي به فرم 

n
n

n

f (z) z a z




 
2

 )2(  باشد، به سادگي از رابطه 

  داريم:

n
a n

n

a
L f (z) z a z ,

a n

a ,






      
  


2 1

0 0
  

توان  به فرم سري مي aLاز نمايش عملگر  .1تذكر 

 .]2[د عريف نموت حقيقي را براي هر  aLعملگر 
زير   به فرم سري، رابطه aLچنين از تعريف عملگر مه

  شود: به سادگي حاصل مي

 a a az L f (z) ' aL f (z) (a )L f (z),

a ,

    

  

1 11
0 0

  

  شود كه: توجه

a(الف) براي  1  وk  )k (عدد صحيح دلخواه

kLعملگر ضربي  I 1 2كه توسط فلت آيد دست مي به 
  بررسي شده است. ]4[ در 3و سالاگين ]3[

a(ب) براي  1  وk   ,k , ,  0 01 2 

kعملگر ديفرانسيل  kL D 1  معروف به عملگر
  .آيد دست مي به ]4[سالاگين 

                                           
1 Komatu 
2 Flett 
3 Salagean 

a(ج) براي   kو  2  )k (عدد صحيح دلخواه

kعملگر  kL L2 و  4كه توسط رالجدي آيد دست مي به
  بررسي شده است. ]5[در  5سومانتا

a(د) براي   L، عملگر ضربي 2 I 2  حاصل
بررسي  ]6[ و همكاران در 6گجونگردد كه توسط  مي

  شده است.

fبراي هر  S1ي  ، قضيه
4

كه  كند مي بيانكوبه - 

1، شامل قرصي به شعاع fتحت  Uتصوير 
4

 است. 

f مقداريتكبنابراين هر تابع  S  داراي معكوسي

fمانند  1 هر  است كه برايz U  در شرايط زير
  كند: صدق مي

     f (f (z)) z, 1
                z U  

  و

w r(f ), r(f ) . 
1
4  f f (w) w, 1      

fو  fهرگاه توابع  .1 يفتعر 1  درU ارز باشند،  تك

fتابع  A توابع  رده شود. ناميده مي مقداري- دو   
  دهيم. نشان مي مقداري را با -دو

، يك تابع )1(  ابطهمعرفي شده در ر fاگر نگاشت 

gباشد، آنگاه با فرض  مقداري-دو f  و انجام  1
  عمليات ساده داريم:

)3(     g(w) w a w ( a a )w

( a a a a )w

   

   

2 2 3
2 2 3

3 4
2 2 3 4

2
5 5 

   

 ]7[ در 1را لوين Uدر قرص مقداري -توابع دو  رده
معرفي نمود و نشان داد كه براي هر 

                                           
4 Uralegaddi 
5 Somantha 
6 Jung 
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  
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a داريم  /2 1 . بر 51

fبراي هر  ]8[ 3هو كلوني 2انانبر ،اين اساس  ،

aحدس  2 نشان  ]9[ 4را مطرح نمودند. نتانياهو 2

fداد كه براي هر   داريم a 2
4
3

چنين هم .

        هاي خاصي از توابع ردهزير ]10[ 5برانان و تاها
، شامل مقداريهاي توابع تك ردهمشابه زير مقداري-دو

گون و محدب را بررسي كردند.  هگون، ستار قوياً ستاره
محدب را معرفي -گون و دو ستاره-توابع دو ردهها آن

      را هايي تقريب آن ابتدايينمودند و براي ضرايب 
 ]12, 11, 2[ ران بسياريآوردند. اخيراً پژوهشگ تسدبه

 اريمقد-هاي متنوعي از توابع دو ردههايي را براي  كران
  اند. دست آوردهبه

  تهي نيست، زيرا توابع   ردهكه  شويم متذكر مي
z z

z, , log( z), log
z z


 

 
1 11

1 2 1
  

 باشند. با اين وجود، تابع كوبه عضو مي   ردهعضو 
  نيست.   رده

  

اشد ب hتمام توابع مانند   خانواده Pفرض كنيد .1لم 

z ازاي هرتحليلي است و به Uكه بر  U ،

  Re h z    و 0

z U h(z) c z c z c z .    2 3
1 2 31          

hاگر  Pآنگاه ،kc  2.  
  

  تقريب ضرايب 2
  اعداد حقيقي باشد و  ، فرض كنيد  .2 يفتعر

                                                            
1 Lewin 
2 Brannan 
3 Clunie 
4 Netanyahu 
5 Taha 

كه طوريبه 0 ،  0 1،   0  f تابع ،1

 تعريف شده و )1(  توسط رابطه   g w f w  به 1
P  ردهرا عضو  fباشد. تابع  )3(فرم   ( , , )    

  گوييم، هرگاه در روابط

)4(    
   

a a

a a

z L f (z) ' z L f (z) ''
arg ,
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 

 

      
     

2

21
   

  و

)5(    
   

a a

a a

w L g(w) ' w L g(w) ''
arg ,

L g(w) w L g(w) '

 

 

      
     

2

21
   

  صدق كند.

Pكلاس  در fاگر تابع .1 يهقض ( , , )     ،باشد

  آنگاه

)6( 
     

a

a a

a a

 



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2
2

2

4 2 1 1 3 1
2 1

   

  و

| a | .
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 

 
 

             

2
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2

4

2 1 1
2 1

   

g برهان. فرض كنيد f   چون .1 f P , ,    ،
  :آوريم دست مي به) 5) و (4لذا از روابط (

)7(     
   

a a

a a

z L f (z) ' z L f (z) ''
p(z) ,

L f (z) z L f (z) '

 


 

 


   

2

1
     

  و

)8(    
   

a a

a a

w L g(w) ' w L g(w) ''
q(w) ,

L g(w) w L g(w) '

 


 

 


   

2

1
      

قرار دارند  Pدر كلاس  q(w)و   p(z)كه در آن توابع 
  باشند: زير ميصورت و به

)9(            p(z) p z p z ,   2
1 21   
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  و

)10(         q(w) q w q w .   2
1 21    

روابط ) 8) و (7از مساوي قرار دادن ضرايب در روابط (
  :شوند زير نتيجه مي

)11(             a
a p ,

a


      

2 11
1

      

)12( 
   a a
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a a

( )
p p ,

 
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  

2
2 2

3 2

2
2 1

2 2 1 1
2 1

1
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)13(           a
a q ,

a


       

2 11
1

  

)14( 
 

 

a
( a a )

a

a ( )
a q q .

a





     

          

2
2 3

2
2 2 2

2 2 1

2 2 1 2
2

11
1 2

   

  :آوريم دست مي به) 13) و (11از روابط (
)15(                       p q 1 1   

)16(     a
a (p q ).

a


       

2
2 2 2 2 2

2 1 12 1
1

   

  شود ) نتيجه مي14) و (12از جمع زدن طرفين روابط (

     a a
a

a a

(p q ),

                      
  

2
2 2

2

2
2 2

4 2 1 1 3 1
2 1  

  لذا

     

(p q )
a

a a
a a

 

 


                 

2
2 2 2
2 2

24 2 1 1 3 1
2 1

  

  كار بردن هبا ب

  :آوريم دست مي به q2و  p2براي ضرايب  1لم 

     
a

a a
a a

 




                 

2 2
2

2

4 2 1 1 3 1
2 1

  

|عريف شده براي تاين رابطه همان كران  a   در رابطه 2|
  ) است.6(

|3حال كران  |a آوريم. براي اين  دست ميرا به
  ) داريم:12) از (14با تفريق ( منظور

)17(   a
(a a ) (p q ).

a


         

2
3 2 2 24 2 1

2
   

  شود ) نتيجه مي17) و (16) و (15از روابط (

   

(p q ) (p q )
a .

a a
a a

 

   
 

              

2 2 2
2 2 1 1

3 2
24 2 1 2 1

2 1

  

    كارگيري دوبارههبا ب
  :شود زير حاصل مي  رابطه q2و  p2براي ضرايب  1لم 

| a | .
a a

( ) ( )
a a

 

 
 

             

2

3 2
2

4

2 1 1
2 1

   

  □         شود. لذا حكم اثبات مي

اعداد حقيقي باشند  و  ، فرض كنيد  .3 يفتعر

 طوري كهبه 0 ،,  0 1 ،  0 1، f  توسط

fتوسيع  g) تعريف شده باشد و 1(  رابطه 1 رب U 

  ردهعضو  fباشد. تابع  H , ,    شود، ناميده مي 
  هرگاه در روابط

)18(    
   

a a

a a

z L f(z) ' z L f(z) ''
Re ,

L f(z) z L f(z) '

 

 

      
     

2

1
   

  و

)19(     
   

a a

a a

w L g(w) ' w L g(w) ''
Re ,

L g(w) w L g(w) '

 

 

      
     

2

1
   

  صدق كند.

H  رده، عضو fاگر تابع  .2 يهقض ( , , )     ،باشد
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  آنگاه

)20( 
   

a ,
a a

a a

 




              

2 2
2

1

2 2 1 1
2 1

   

  و

)21(  

   

( )
a .

a a
a a

 

  
 

             

2

3 2
2

1 4 1

2 1 1
2 1

   

فرض كنيد  .برهان f H , ,    و g f  از  .1

  :آوريم دست مي به) 19) و (18روابط (

)22(         
   

   
 

a a

a a

z L f(z) ' z L f(z) ''

L f(z) z L f(z) '

p(z),

 

 

 

   

  

2

1

1

   

)23(     
   

   
 

a a

a a

w L g(w) ' w L g(w) ''

L g(w) w L g(w) '

q(w),

 

 

 

   

  

2

1

1

   

) و 9ترتيب به فرم (به q(w)و  p(z) كه در آن توابع
) 22ايب روابط (باشند. با مساوي قرار دادن ضر ) مي10(

  ) داريم:23و (

)24(          a
a p ,

a


      

2 11 1
1

   

)25(    

 

a a
a a

a a

p ,

 
              

  

2
2 2

3 2

2

2 2 1 1
2 1

1
   

)26(         a
a q ,

a


       

2 11 1
1

           

)27(  

   

a
( a a )

a

a
a q .

a





     

       

2
2 3

2
2 2

2 2

2 2 1 2
2

1 1
1

   

  :شود نتيجه مي) 26) و (24از روابط (
)28(                  p q . 1 1   

 زير حاصل ) نتيجه28) و (27)، (25چنين از ( هم
  شود: مي

)29(    a
a (p q ),

a


       

2
2 22 2 2

2 1 12 1 1
1

   

   

 

a a
a a

a a

(p q ).

 
              

  

2
22 2

2 2

2 2

4 2 1 2 1
2 1

1
  

  بنابراين
 

   

(p q )
a .

a a
a a

 

 


                  

2 22
2 2

2

1

2 2 2 1 1
2 1

  

  شود. ) حاصل مي20(  ، رابطه2حال با به كار بردن لم 
  ) داريم:27) و (25از روابط (

   a
(a a ) (p q ),

a


        

2
3 2 2 24 2 1 1

2
    

  :آوريم دست مي به) 29(  لذا از رابطه

 

 

 

 

 

 

(p q )
a a

a
a

(p q ) (p q )
.

a a
a a



 

 
 

     

   
 

             

2 2 2
3 2

2 2 2
2 2 1 1

2
2

1

4 2 1
2

1 1

4 2 1 2 1
2 1

  

  ي  ري دوبارهحال با بكارگي

شود و اين حكم را اثبات  ) حاصل مي21(  ، رابطه1لم 
 □           كند. مي
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