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هاي زيادي از اصل انقباض باناخ در فضاهاي متري تعميم: هديچك
يافته وجود دارد. هدف اين پژوهش، ارائه ساختار فضاهاي متري تعميم
عنوان متري اصلاح شده) بهG  يافته اصلاح شده (فضاهايتعميم

به  بيان و اثبات  ،سپس باشد. متري ميG تعميمي مناسب از فضاي 
انقباضي JSچندين نتيجه نقطه انطباقي براي شش نگاشت با شرط 

شود كه يافته در چارچوب اين رده جديد از فضاها پرداخته ميتعميم
تعميم اصل انقباض باناخ خواهد بود. يك مثال و يك كاربرد براي نشان 

  د.دست آمده نيز ارائه خواهند شهدادن كارايي نتايج ب

يافته، فضاي منقطه انطباقي، نگاشت انقباضي تعمي :كلمات كليدي
  .يئيافته، نگاشت صعودي ضعيف جزمتري تعميم

Abstract: There are many generalizations of the 
Banach contraction principle in generalized metric 
spaces. The aim of this paper is to present the 
structure of modified G -metric space as a new 
generalization of G -metric spaces. Also, some 
coincidence point results for six mappings 
satisfying generalized JS -contractive condition in 
the framework of ordered modified G -metric 
spaces are presented which are generalizations of 
Banach contraction principle. An example and an 
application are also provided to support our results. 

 
Keywords: coincidence point, generalized 
contraction mapping, generalized metric space, 
partially weakly increasing mappings. 

  

  

  مقدمه 1
د فرض كني X,d  ويك فضاي متري باشدf 

در x راي عنصري ماننداگر ب .X خودنگاشتي روي
X داشته باشيم x fx ه ، آنگاx  يك نقطه ثابت

شود. مجموعه تمام نقاط ثابت ناميده مي fنگاشت

  با fنگاشت F fشود. اگرنمايش داده مي

   F f z ر و براي هx0 در فضاي متري كامل 

Xدنباله ،    n
n nx f x f x  1  z به نقطه 0

    ناميده   1يك عملگر پيكاردf مگرا باشد، آنگاهه
  .شودمي

                                           
1 Picard 
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خودنگاشت روي مجموعه  gو fدفرض كني

 باشيم داشته Xدر xنقطهباشند. اگر براي  Xناتهي
x fx gx : آنگاه ، x  يك نقطه ثابت مشترك

مفهوم  ]1[ 1شود. سساناميده مي gو fهاينگاشت
دست هجابجايي ضعيف را در مورد دو نگاشت براي ب

اين ايده  2ك تعريف كرد. جانكآوردن نقاط ثابت مشتر
و سپس به  ]2[ هاي سازگاررا نخست به نگاشت

 .تعميم داد ]3[هاي سازگار ضعيف نگاشت

صورت زير هيافته را بمتري تعميمbمفهوم فضاي
  كنيم.ميمعرفي 

باشد.   يمجموعه ناته يك Xيدفرض كن .1 يفتعر

dتابع  : X X R  يك p متري است اگر

 نگاشت پيوسته صعودي اكيد   Ω : , , 0   با 0

ط شر   Ω x x Ω x  1  و

   Ω Ω  1 0 0 كه براي طوريهموجود باشد ب 0
,x هر y, z X شرايط زير برقرار باشند:  

1.  d x, y  0  اگر و تنها اگرx y  

2.    d x, y d y, x   ، 

3.       d x, z Ω d x, y d y, z   . 

ج زو ،در اين صورت X,d يك فضاي pيا  متري

  .شوديافته ناميده ميمتري توسعهb يك فضاي

متري است كه در p يك ]5, 4[متري b هر

ن آ Ω x sx و هر متر معمولي يك −p متري

 كه در آن ،است .Ω x x  

يد فرض كن .1گزاره  X,d و  يك فضاي متري  

                                           
1 Sessa 
2 Jungck 

    d x, y ξ d x, y  
در آنكه     ξ : , , 0 يك تابع صعودي   0

 اكيد با شرط x ξ x  و  ξ0   آنگاه  باشد.  0

dكي  pبا  متري    Ω t ξ t   .مي باشد  

  سازد.يرا م يرگزاره بالا مثال ز

 فرض كنيد .1مثال  X,d  يك فضاي متري باشد و 

      d x,y d x,y.d x, y e sec e 1 ،آنگاه d يك 

pبا  متري    t tΩ t e sec e   .باشدمي 1

       يا فضاي ،هيافتمفهوم فضاي متري تعميم
Gمعرفي شد. در 4 و سيمز 3توسط مصطفي ،متري

حقيقت، آنها مفهوم متر را طوري تعميم دادند كه براي 
هر سه نقطه از يك مجموعه يك عدد حقيقي اختصاص 

 ،يافتهيابد. بر اساس مفهوم فضاي متري تعميممي
برخي قضاياي نقطه  ]14- 6[نويسندگان زيادي از جمله 

دست ههاي انقباضي مختلف بثابت براي نگاشت
  د.آوردن

يك مجموعه ناتهي وX فرض كنيد .2 يفتعر

G : X X X R     تابعي باشد كه در شرايط
  :كندزير صدق مي

)G1 ( G x, y, z  x،اگر  0 y z   
)G2 براي هر (x, y X  با شرطx y، 

 ، G x, x, y  0  
)G3 براي هر (x, y, z X  با شرطy z ، 

   ،G x, x, y G x, y, z  

                                           
3 Mustafa 
4 Sims 
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)G4(           
 

G x, y,z G x,z, y

G y,z, x



 
  

)G5 براي هر (x, y, z,a X،  

      G x, y, z G x,a,a G a, y, z .   
 و زوجX متري روي مجموعهG يكG تابع ،آنگاه

 X,G  .شودناميده مي متريG– يك فضاي  

   با الهام از مفهوم ]15[و ديگران در  1آقاجاني
bمفهوم فضاي ]4[ متري bيافته را تعميم متري

متري Gتعريف زير تعريف فضاي .كردند معرفي
ميم مناسبي از مفاهيم فضاياست كه تع شدهاصلاح

Gمتري و فضاي  bGباشدمتري مي.  

مجموعه اي ناتهي وX فرض كنيد .3 يفتعر

   Ω : , , 0  صعودي ي پيوسته و اكيداًتابع 0

x براي باشد كه  0،    Ω x x Ω x  1 و

   .Ω Ω  1 0 0 فرض كنيد نگاشت 0

G : X X X      د:در شرايط زير صدق كن   

1.  G x, y, z  0  اگرx y z  ،  

,xبراي هر  .2 y X  با شرطx y، 

 G x, x, y   0 . 

,xبراي هر  .3 y, z X  با شرطy z، 

   G x, x, y G x, y, z . 

4.      G x, y, z G p x, y, z   كه در آن
p  يك جايگشت ازx, y, z اشد.بمي 

,xبراي هر  .5 y, z X، 

     G x, y,z Ω G x,a,a G a, y, z .   
   

 شده و زوجمتري اصلاحG يك Gدر اين صورت، 

                                           
1 Aghajani 

 X,Gيك فضاي Gشده يا يك متري اصلاح

  .شودمتري ناميده ميGفضاي

متري باG  متري يك فضايG هر فضاي

 Ω t t و هر فضاي bGمتري يك فضاي G

متري با Ω t st دباشمي.  

 فرض كنيد .2گزاره  X,G متري bG يك فضاي 

s با ضريب 1 و     G x, y, z ξ G x, y, z

 در آن كه   ξ : , , 0  يك تابع صعودي 0

xبراي هر  است كه  0،  x ξ x و .ξ 0 0

G يك G دهيم كهنشان مي متري با

   Ω t ξ st باشدمي. 

,x، براي هر y, z,a X  

    
    
     

    
    

G x, y, z ξ G x, y, z

ξ sG x,a,a sG a, y, z

ξ(sξ G x,a,a sξ G a, y, z

ξ sG x,a,a sG a, y, z

Ω G x,a,a G a, y, z .



 

 

 

 



 

 

  

شده بامتري اصلاحGيك G لذا   Ω t ξ st

  .باشدمي

 :كندهاي زير را القا ميگزاره بالا مثال

 فرض كنيد. 2مثال  X,G با  متريbG يك فضاي 
s ضريب 1 باشد. آنگاه  
1.       G x,y,z G x,y,zG x, y, z e sec e 1

 متري با تابع Gيك 
   st stΩ t e sec e  .باشديم1

2. 
 
    

 G x, y, z

G x, y, z sec G x, y, z        
11 1


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 متري با تابع Gيك

      Ω t st sec st  11  .باشدمي 1

3.       G x,y,z G x,y,z G x, y,z e tan e 1 1

متري با تابعGيك
   st stΩ t e tan e 1  باشد.مي 1

4.       G x, y,z G x, y,z cosh G x, y,z

متري با تابع Gيك  
   Ω t stcosh st باشد.مي 

5.       G x,y,zG x, y,z e ln G x, y,z 1 

ا تابع متري ب Gيك 
   stΩ t e ln st 1 باشد.مي 

6. 
 
    

G x, y, z

G x, y, z ln G x, y, z  1


 

متري با تابع Gيك 
   Ω t st ln st  1 باشد.مي 

شود اگر متقارن ناميده مي متريG  يك .4 يفتعر

,x، براي هر y X  

   G x, y, y G y, x, x .  

متري باشد.  Gيك فضاي X فرض كنيد .3گزاره 

,x براي هر  آنگاه y, z,a Xشود كهنتيجه مي:  

اگر  .1 G x, y, z  0  آنگاهx y z . 

2. 
 

    
G x, y, z

Ω G x, x, y G x, x, z 



 . 

3.        G x, y, y Ω G x, x, y 2. 

4. 
 

    
G x, y, z

Ω G x,a, z G a, y, z 



 . 

العاده جمعي است فوقf شود كه تابعياد آوري مي

 اگر براي هر x, y D f ، 

     f x y f x f y .     

متري با تابع G  يك فضايX فرض كنيد .5 فيتعر

,xباشد. اگر براي هرΩ فوق العاده جمعي y X، 

     G
d x, y G x, y, y G x, x, y 
  ، آنگاه 

G
d 
 يك pمتريd روي Xخواهد بود كه       

pمتري مربوط بهG نام دارد.  

  متري باشد.G  يك فضايX فرض كنيد .6 يفتعر

 دنباله nx   : X در 

  دنباله اي Gكوشي است اگر براي هرε  0

  موجود باشدn0 عدد صحيح و مثبتي مانند
,m,n براي هركه طوريهب l n داشته  0

  :باشيم

 n m lG x , x , x ε. 

 اي دنباله Gاي مانندهمگرا به نقطه x X

ε است اگر براي هر  عدد صحيح و مثبتي 0
 طوري كه براي هرموجود باشد بهn0 مانند

m,n n   داشته باشيم  0

 n mG x , x , x ε. 

 فضاي  Gمتري Xاگر  ،شودكامل ناميده مي

Xهمگرا در Gكوشي در آن Gهر دنباله

 .باشد

  

  متري باشد.G  يك فضايX فرض كنيد .4گزاره 

 :ارزندآنگاه، شرايط زير هم

  دنباله .1 nx يك دنبالهG كوشي است. 

ε براي هر .2  n ، عددي مانند0 0  وجود
m,n طوري كه براي هردارد به n 0،  
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 n m mG x , x , x ε.  

متري باشد. G  يك فضايX فرض كنيد .5گزاره 

 :معادل هستند رهاي زيگزاره

 دنباله .1 nxايدنباله G همگرا به نقطهx

 .است

2.  n nG x , x , x  0 . 

3.  nG x , x, x  0. 

 متريbGيك تابع ،در حالت كلي G x, y, z

s براي 1و بنابراين يك تابعG  اصلاح شدهمتري 

 G x, y, z با تابع نابديهي Ω براي هر سه متغير
  .]11[ زمان پيوسته نيستهم

همگرا به كار G هايلم ساده زير را در مورد دنباله
 .خوهيم برد

 فرض كنيد .1لم  X,G يك فضاي Gمتري باشد. 

 فرض كنيد .1 n، x ny و  nzتيبرتبه

Gه همگرا بx ،y  وz  ،باشند. آنگاه 

 
 
 

 

n n nn

n n n
n

(Ω ) G x, y, z

liminf G x , y , z

limsup G x , y , z

Ω G x, y, z .











  




   

1 3

3









  

 فرض كنيد .2 nx و nyتيبرتبهG

 باشند. آنگاه،  و yو xه همگرا ب

 
 
 

 

n nn

n n
n

(Ω ) G x, y,α

liminf G x , y ,α

limsup G x , y ,α

Ω G x, y,α .











  




   

1 2

2









  

اگر .3 nx Gههمگرا بx آنگاه،  ،باشد 

   
 
 

 

nn

n
n

Ω G x,α,β

liminf G x ,α,β

limsup G x ,α,β

Ω G x,α,β .











  




   

1 







  

x،  اگر ،ت خاصلدر حا y z  ،آنگاه  

 n n n
n
lim G x , y , z .


 0  

 با استفاده از نامساوي مستطيلي در يك فضاي. 1. برهان

G شود كهمتري مشاهده مي  

   
 

   

n n

n n

n n n n n

G x, y, z Ω G x, x , x

Ω G y, y , y

Ω G z, z , z G x , y , z

 
 

   

 



 

  

  و 

   
 
   

n n n n

n

n

G x , y , z Ω G x , x, x

Ω G y , y, y

Ω G z ,z, z G x, y, z .

 
 

   

 

  

 در نامساوي اول با حد پايين گرفتن زماني كه 

n و در نامساوي دوم با حد بالا گرفتن زماني كه 

n  نتيجه مورد انتظار حاصل خواهد شد. 

  بينيم كهبا استفاده از نامساوي مستطيلي مي. 2

   

   
n n

n n n n

G x, y,α Ω G x, x , x

Ω G y, y , y G x , y ,α

 
   

 

 
  

   و 

   
   

n n n

n

G x , y ,α Ω G x , x, x

Ω G y , y, y G x, y,α .

 
   

 
  



73تا  53، صص 2، شماره 1 سالهاي مختلط و غيرخطي/ فصلنامه سيستم    

58 

 
  ،طور مشابههب. 3

 
   n n n

G x,α,β

Ω G x, x , x G x ,α,β   



   

   و 

 
   

n

n

G x ,α,β

Ω G x , x, x G x,α,β .   



 

جزئيمتري مرتب G فضاي .7 يفتعر X, ,G

اي هر دنباله شود اگر برگفته مي.s.l.c يتصراي خااد

 صعودي nx در Xكه nx xكه نتيجه شود 

n.x x 

دو g وf فرض كنيد) ]17, 16[( .8 يفتعر

 باشند. زوجX جزئيخودنگاشت روي مجموعه مرتب 

 f ,g :  
)i( شود اگر براي هر صعودي ضعيف گفته مي

x X،fx gfx وgx fgx.   
)ii(   شود اگر براي گفته مي جزئيصعودي ضعيف

xهر  X،.fx gfx   

 فرض كنيد .9 يفتعر X, يك مجموعه مرتب

f باشد و جزئي ,g,h : X Xشندهايي بانگاشت 

fX كهطوريبه hX و .gX hXزوج  f ,g    
)a (صعودي ضعيف نسبت به نگاشت hگفته   

 شود اگر براي هرمي y h fx 1، 

fx gyو براي هر  y h gx 1،
gx fy )]18[.(  

)b ( نسبت به نگاشت جزئيصعودي ضعيفh

 شود اگر براي هرناميده مي y h fx 1،
fx gy )]19[.( 

 Gيك فضايX ]) فرض كنيد22, 8([ .10 يفتعر

f. متري باشد و ,g : X Xزوج  f ,g سازگار

شود اگرناميده مي n n n
n
،lim G fgx , fgx ,gfx


 0 

كه در آن nx اي دردنباله Xطوري كه براي است به
t يك X ، 

n n
n n
lim fx lim gx t.

  
   

متشكل از  Θ0 رده توابع ]20[ن و ديگرا 1جللي

 تمام توابع   θ : , , 0 داراي شرايط زير را 1
 :معرفي كردند

١. θ صعودي باشد، 

 براي هر دنباله .٢   n، t , 0   

 n
n
limθ t


1 و تنها اگر اگر n

n
.lim t


 0  

 اعداد حقيقي .٣ r , و01 , 0  موجود

 طوري كهباشند به
 

rt

θ t
،lim

t




0

1
   

۴. θ پيوسته باشد. 

 :زير را ارائه كردند قضيهآنها همچنين 

2. تبصره ]20[( .1 يهقض فرض كنيد )1 X,d  يك

T فضاي متري كامل و : X X نگاشتي دلخواه

θ باشد. فرض كنيد Θ  و 0 k , موجود باشند 01
  طوري كهبه

 
     k

x, y X, d Tx,Ty  

   θ d Tx,Ty θ d x y .,

 

 

0
 

  .يك نقطه ثابت يكتا داردT آنگاه، 

مجموعه توابعΨ  با ،از اين به بعد

                                           
1 Jleli 



 در . . . يافتهقباضي تعميمناJSهاياشتگچند نتيجه نقطه انطباقي براي نزاده: پروانه و حسين

59 

 
   θ : , , 0     داراي شرايط زير را نشان 1

 :دهيممي

.θ1 θًصعودي و پيوسته باشد تابعي اكيدا، 

 .θ2 براي هر دنباله    n، t , 0   

 n
n
limθ t


1 و تنها اگر اگر n

n
.lim t


 0  

 واضح است كه .1تذكر   tf t eدر Θ0اما  ،نيست

 هاي ديگر عبارتند ازمثال  باشد.ميΘ عضوي از

 f t cosht،  tte،f t e

   
 

ln t
،f t

ln t

 


 
2 2 1
2 1   ،f t ln t  1 1  

  cosht
f t

cosht



2

1
و  

t

t

te

te

e
f t

e



2

1
. 

 با انگيزه از مطالعه انجام شده در ،در اين پژوهش
 انطباق براي شش نگاشت با شرط چند نتيجه نقطه ]10[

JSانقباضي در چارچوب فضاهاي  G اصلاحمتري-

  .آوريمدست ميهب شده

 
  نتايج اصلي 2

فرض كنيد X, ,G  يك فضاي  G متري مرتب با

f و باشدΩ تابع ,g, h,R,S,T : X X شش
مگر خلاف آن  ،اين مقاله رنگاشت باشند. در سراسخود

,x، براي هر ،بيان شود y, z Xدفرض كني  

  

     

   

     

M x, y, z max G Tx, Ry,Sz , Ω G Tx,fx, fx

, Ω G Ry,gy,gy , Ω G Sz, hz, hz

, G Tx,Tx, fx G Ry, Ry,gy Ω G Sz,Sz, hz .



 



     

      

       

1

1 1

1

1
2

1 1
2 2
1 1
3 2

 

 

  

  

اي ناتهي باشد ومجموعهX فرض كنيد
f ,g, h,R,S,T : X X شش نگاشت باشند    

 كهطوريبه   f X R X،    g X S X و

   .h X T X فرض كنيدx0 اي دلخواه ازنقطه
X .فرض كنيدهمچنين، باشد  x X1چنان باشد كه 

،fx Rx0 xعنصر  1 X2 چنان باشد كه
gx Sx1 x و 2 X3چنان انتخاب شده باشد كه

.hx Tx2 دنباله ،با ادامه اين روند 3 nz    
  شده باتعريف

n n n

n n n

n n n

z Rx  fx ,    

z Sx gx

z Tx hx

,
 

  

  

 

 
 

3 1 3 1 3

3 2 3 2 3 1

3 3 3 3 3 2

  

يم. دنبالهسازرا مي nz در X يك دنباله تكرار جانك
  .ناميده مي شودx0 با مقدار اوليه

 فرض كنيد .2 يهقض X, ,G يك فضاي G  متري

ل باشد. فرض كنيدمرتب كام
f ,g,h,R,S,T : X  X شش نگاشت باشند   

 كهطوريبه   f X R X،   g X S X و

   .h X T X  فرض كنيد براي هر سه عنصر
Tx,Ry,Sz، پذيرمقايسه X    

)1(        kψ Ω G fx,gy,hz ψ(M x, y,z ) ,   
3    

ψ كه در آن  Ψو  .k , 01 S،R، فرض كنيد 
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،h،gf و Tهايزوج ،پيوسته باشند  ، g, R

 f ,T و h,S هايسازگار باشند و زوج  ، g, h

 f ,g و  h, fجزئيترتيب صعودي ضعيف به 
   باشند. آنگاه،T و R ،S هاينسبت به نگاشت

 هايزوج ، g, R f ,T و  h,S يك نقطه
و Rz ،Szرعلاوه، اگهدارند. بX درz انطباقي مانند

Tzآنگاه،  ،پذير باشندمقايسهz باقي تمام يك نقطه انط
 .ها خواهد بودنگاشت

 فرض كنيد .برهان nz يك دنباله تكرار جانك با  

x0 مقدار اوليه X در   چون .باشد  x R fx 1
1 0 ،

 x S gx 1
2 و  1 x T hx 1

3 هايزوج و 2

 f ,g ، g, h و h, f  هاينسبت به نگاشت R، 

 Sو T بنابراين، براي  ،هستند جزئيصعودي ضعيف  
n هر  0،  

n n nRx Sx Tx .  3 1 3 2 3 3  
صورت زير اثبات را كامل خواهيم هدر سه مرحله ب

 :كرد

I. مرحله   دهيم كهنشان مي 

 k k k
k
lim G z ,z , z .

  
1 2 0 

 فرض كنيد k k k kG G z ,z , z  1 2
  . اگر براي يك

k0 ،kG انديس 
0

0، آنگاه k k kz z z  
0 0 01 در  .2

k حالتي كه n0 n ، آنگاه3 n nz z z  3 3 1 3 2 
n دهد كهنتيجه مي n nz z z   3 1 3 2 3 3.  

n اگر ،در واقع n n nz z z z    3 3 1 3 2 3 3 ،
 ،آنگاه

  
  
 

n n n

n n n

k
n n n

ψ G z ,z , z

ψ G fx ,gx ,hx

ψ(M x , x , x ) ,

  

 

 





3 1 3 2 3 3

3 3 1 3 2

3 3 1 3 2



 

  ،در آنكه 

 

   

   

      

n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n n

M x , x , x

max G Tx ,Rx ,Sx , Ω G Tx ,fx , fx ,

Ω G Rx ,gx ,gx , Ω G Sx ,hx ,hx ,

G Tx ,Tx ,fx G Rx ,Rx ,gx G Sx ,Sx ,hx

 


 

 
     

     

     

      

  

3 3 1 3 2

1
3 3 1 3 2 3 3 3

1 1
3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2

3 3 3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2

1
2

1 1
2 2
1
3

 

 

  

   

   

     

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n n

n n

max G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z ,

Ω G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z

G z ,z , z G z ,z , z G z ,z , z

max , , , Ω G z ,z ,


   

 
     

      


 


     

      

  





1
3 3 1 3 2 3 3 1 3 1

1 1
3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3

3 3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3

1
3 2 3 3

1
2

1 1
2 2

3

1000
2

 

 

  

    

   

   

n n n
n

n n n
n n n

n n n
n n n

G z ,z , z
z ,

G z ,z , z
max G z ,z ,z ,

G z ,z , z
max G z ,z ,z , .

  


  
  

  
  

        
    
  
    
  

3 2 3 2 3 3
3 3

3 2 3 2 3 3
3 3 3 2 3 2

3 1 3 2 3 3
3 1 3 2 3 3

0 0
3

3

3








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  ،در نتيجه

  
 

n n n

k
n n n

ψ G z , z , z

ψ(G z , z , z )

  

  

3 1 3 2 3 3

3 1 3 2 3 3




  

n دهد كهكه نتيجه مي n nz z z   3 1 3 2 3 كه يك 3
k، اگر طور مشابهتناقض است. به n 0 3 ر ، يا اگ1

k n 0 3 kآنگاه  ،2 k kz z z  1      نتيجه 2
kد كهدهمي k kz z z   1 2 دنباله ،در نتيجه .3

 kzبراي هر k k اي ثابت خواهد بود و بالهدن 0
  ، لذا

 k k kk
lim G z ,z , z .

  
1 2 0 

 ،  kفرض كنيد براي هر

)2(        k k k kG G z ,z , z .  1 2 0  

 :سه حالت زير را خواهيم داشت

k ،k. براي هر1حالت  kz z  1.  

  

  

k، k. براي هر2حالت  kz z  2.  

k، k. براي هر3حالت  k kz z z  1 2.   
 .كنيم كه نامساوي زير همواره برقرار استادعا مي

)3(              
 

 
 

k k k

k k k

k k k

G z , z , z

G z , z , z

M x , x , x .

  

 

 





1 2 3

1 2

1 2



   

k فرض كنيد n n و براي يك انديس 3  0 ،

   n n n n n nG z ,z ,z G z ,z ,z     3 1 3 2 3 3 3 3 1 3 2 0  
nو  nz z 3 3 nآنگاه، چون. 1 n nTx Rx Sx 3 3 1 3 با  ،2

  شود كهنتيجه مي )1(استفاده از نامساوي 

)4(     
 

  
  
 

n n n

n n n

k
n n n

ψ G z ,z , z

ψ G fx ,gx ,hx

ψ(M x , x , x ) ,

  

 

 





3 1 3 2 3 3

3 3 1 3 2

3 3 1 3 2



   

  ،كه در آن
  

 

   

   

   

n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n

M x , x ,x

max G Tx ,Rx ,Sx , Ω G Tx ,fx ,fx

, Ω G Rx ,gx ,gx , Ω G Sx ,hx ,hx ,

G Tx ,Tx ,fx G Rx ,Rx ,gx Ω G Sx ,Sx ,hx

 


 

 
     


    

     

      

 

3 3 1 3 2

1
3 3 1 3 2 3 3 3

1 1
3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2

1
3 3 3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3

1
2

1 1
2 2

1 1
3 2

 

 

    

   

   

     

n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n n

max G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z

, Ω G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z ,

G z ,z ,z G z ,z ,z Ω G z ,z ,z




   

 
     


      

      
     

      

       

2

1
3 3 1 3 2 3 3 1 3 1

1 1
3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3

1
3 3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3

1
2

1 1
2 2

1 1
3 2

 

 

  

   
   

 

n n n n n n

n n n n n n

n n n

max G z ,z ,z ,G z ,z ,z ,

G z ,z ,z G z ,z ,z

G z ,z ,z .

    

    

  





 





3 3 1 3 2 3 1 3 2 3 3

3 3 1 3 2 3 1 3 2 3 3

3 1 3 2 3 3

2
3

 

 

  
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 دهد كهنتيجه مي )4( بنابراين

  
 

n n n

k
n n n

ψ G z , z , z

ψ(G z , z , z )

  

  

3 1 3 2 3 3

3 1 3 2 3 3




 

 كه پذير استكه فقط زماني امكان

 n n nG z , z , z  3 3 1 3 2 0، در  )2(وضوح با كه به
  ،تناقض است. بنابراين

   n n n n n nG z , z , z G z , z , z    3 1 3 2 3 3 3 3 1 3 2
   

  و 

   n n n n n nM x , x , x G z , z , z .   3 3 1 3 2 3 3 1 3 2
  

k فرض كنيد n n و براي يك انديس3  0،  

  
 

n n n

n n n

G z , z , z

G z , z , z

  

  
3 1 3 2 3 3

3 3 1 3 2 0



  

nو nz z 3 3 nآنگاه، چون .2 n nTx Rx Sx 3 3 1 3 2، 
 شود كهنتيجه مي )1( با استفاده از لذا

)5(      
 

  
  
 

n n n

n n n

k
n n n

ψ G z ,z , z

ψ G fx ,gx ,hx

ψ(M x , x , x ) ,

  

 

 





3 1 3 2 3 3

3 3 1 3 2

3 3 1 3 2



   

  ،كه در آن

  

 

   

   

   

n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n

M x , x ,x

max G Tx ,Rx ,Sx , Ω G Tx ,fx ,fx

, Ω G Rx ,gx ,gx , Ω G Sx ,hx ,hx ,

G Tx ,Tx ,fx G Rx ,Rx ,gx Ω G Sx ,Sx ,hx

 


 

 
     


    

     

      

 

3 3 1 3 2

1
3 3 1 3 2 3 3 3

1 1
3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2

1
3 3 3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3

1
2

1 1
2 2

1 1
3 2

 

 

    

   

   

     

n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n n

max G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z

, Ω G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z ,

G z ,z ,z G z ,z ,z Ω G z ,z ,z




   

 
     


      

      
     

      

       

2

1
3 3 1 3 2 3 3 1 3 1

1 1
3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3

1
3 3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3

1
2

1 1
2 2

1 1
3 2

 

 

  

   
   

 

n n n n n n

n n n n n n

n n n

max G z ,z ,z ,G z ,z ,z ,

G z ,z ,z G z ,z ,z

G z ,z ,z .

    

    

  





 





3 3 1 3 2 3 1 3 2 3 3

3 3 1 3 2 3 1 3 2 3 3

3 1 3 2 3 3

2
3

 

 

  

  

توان د آنچه كه در بالا انجام شد مينهمان ،طور مشابههب
k براي هرنشان داد كه  n  .برقرار است )3(رابطه  ،3

  توان نشان داد كهميهمچنين 

)6(             
 

 
 

n n n

n n n

n n n

G z , z , z

G z , z , z

M x , x , x ,

  

  

  





3 2 3 3 3 4

3 1 3 2 3 3

3 1 3 2 3 3



   
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   و

)7(           
 

 
 

n n n

n n n

n n n

G z , z , z

G z , z , z

M x , x , x .

  

  

  





3 3 3 4 3 5

3 2 3 3 3 4

3 2 3 3 3 4



   

بنابراين،   k k kG z , z , z 1 2
 اي نزولي از دنباله

r، اعداد حقيقي نامنفي است. بنابراين  ي وجود دارد 0
   كهطوريهب

)8(              k k kk
lim G z ,z , z r.

  
1 2

   

  چون

)9(              
 

 
 

k k k

k k k

k k k

G z , z , z

M x , x , x

G z , z , z .

  

 

 





1 2 3

1 2

1 2




   

k با حد گرفتن زماني كه )9(در         نتيجه  
  گيريم كهمي

)10(            k k kk
lim M x , x , x r.

  
1 2   

n زماني كه )5(با حد گرفتن در نامساوي   و با  
ψ و پيوستگي تابع )10( ،)8(استفاده از        نتيجه  

 گيريم كهمي  kψ r ψ(r).  ،لذاr   ،در نتيجه  .0

)11(          k k kk
lim G z ,z , z .

  
1 2 0   

    نتيجه 5 فيتعراز  3 همچنين، با توجه به قسمت

   شود كهمي

)12(           k k kk
lim G z ,z , z ,

  
1 1 0   

,x و چون براي هر y X،

   G x, y, y Ω G. x, x, y   2 ، لذا 

)13(           k k kk
lim G z ,z , z .

 
1 0   

II. مرحله  دهيم كه دنبالهحال نشان مي  nz يك  

X كوشي درG  دنباله  .است 

ε كنيم كهبه برهان خلف فرض مي  ي وجود دارد 0
هايتوان زيردنبالهطوري كه متناظر با آن ميبه

  m kz3 و   n kz3 از  nz3كهيطوررا يافت به 

   n k m k k    و  

)14(               m k n k n kG z , z , z ε,3 3 3
   

 كه در آن n k با  متناطركوچكترين انديسي است كه  
 ،يعني ،نامساوي بالا برقرار است آن

)15(     
        m k n k n kG z , z , z ε.  3 3 1 3 1
  

 داريم )15(با استفاده از نامساوي مستطيلي و رابطه 

)16(  

      
      

      
      

m k n k n k

m k n k n k

n k n k n k

n k n k n k

G z ,z ,z

Ω G z ,z ,z

G z ,z ,z

Ω ε G z ,z ,z .

 

 

  

 

 
 

   

3 3 1 3 2

3 3 1 3 1

3 1 3 1 3 2

3 1 3 3 1









   

نتيجه  )14(و  )11(و با توجه به  )16( با حد گرفتن در
  گيريم كهمي

)17(         m k n k n kk
lim G z ,z , z Ω ε .

  
3 3 1 3 2

   

  بينيم كهطيلي مي، با استفاده از نامساوي مستمجدداً
  

                    
                    
                 

m k n k n k m k m k m k m k n k n k

m k m k m k m k n k n k n k n k n k

m k m k m k m k n k n k n k n k

G z ,z ,z Ω G z ,z ,z G z ,z ,z

Ω G z ,z ,z Ω G z ,z ,z G z ,z ,z

Ω G z ,z ,z Ω Ω G z ,z ,z G z ,z

  

     

      

   
       

  

3 3 3 3 3 1 3 1 3 1 3 3

3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3

3 3 1 3 1 3 1 3 2 3 3 3 3 3 3

  

  

  
  

      
n k

n k n k n k

, z

G z ,z ,z





 
  
 

3 2

3 2 3 3

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  شود كهبا حد گرفتن نتيجه مي

        m k n k n kk
Ω ε lim G z ,z , z .




  

3
3 1 3 2 3 3

  

چون     m k n k n kTx Rx Sx 3 3 3 1 ،  لذا با استفاده
  بينيم كهمي )1(از رابطه 

)18(
       

       
      

m k n k n k

m k n k n k

k
m k n k n k

ψ Ω G z ,z ,z

ψ Ω G fx ,gx ,hx

ψ(M x ,x , x ) ,

  

 

 

 
 

   



3
3 1 3 2 3 3

3
3 3 1 3 2

3 3 1 3 2



   

  كه در آن
  

      
             

             
             

m k n k n k

m k n k n k m k m k m k

n k n k n k n k n k n k

m k m k m k n k n k n k

M x ,x ,x

max G Tx ,Rx ,Sx , Ω G Tx ,fx ,fx

, Ω G Rx ,gx ,gx , Ω G Sx ,hx ,hx

G Tx ,Tx ,fx G Rx ,Rx ,gx
,

 


 

 
     

  

     

   
   





3 3 1 3 2

1
3 3 1 3 2 3 3 3

1 1
3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2

3 3 3 3 1 3 1 3 1

1
2

1 1
2 2

3
1 1
3 2

 

 

 

      

             

             

          

n k n k n k

m k n k n k m k m k m k

n k n k n k n k n k n k

m k m k m k n k n k

Ω G Sx ,Sx ,hx

max G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z

, Ω G z ,z ,z , Ω G z ,z ,z

, G z ,z ,z G z ,z ,


  


   

 
     

  

      
     

   
   



1
3 2 3 2 3 2

1
3 3 1 3 2 3 3 1 3 1

1 1
3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3

3 3 3 1 3 1 3 1

1
2

1 1
2 2
1
3



 

 

 
         n k n k n k n kz Ω G z ,z ,z

   

      
1

3 2 3 2 3 2 3 3
1
2



  

  

و  )17(، )13(، )12(از روابط   با حد گرفتن و استفاده
 بينيم كهمي )18(

)19(                 kψ ε ψ(ε) ,   

كه يك تناقض است. لذا،  nz يك دنباله  G كوشي
 .است

III. مرحله f دهيم كهنشان مي   ،g  ،h  ،R  ،S  و 
T  .يك نقطه انطباق دارند 

 چون nz متري G  كوشي در فضايG  يك دنباله 
X كامل z اي مانندلذا نقطه ،باشدمي  X وجود  
  كهطوريهدارد ب

)20(  n nTx z,   fx z, n .  3 3   

 چون زوج f ,T  سازگار است، لذا 

)21(      n n nn
lim G Tfx , fTx , fTx .


3 3 3 0   

 علاوه، با توجه بههب n nn
،limG fx , fx , z


3 3 0 

 nn
lim G Tx ,z, z


3 0 و پيوستگي Tوf بينيم مي

  كه

)22(         
 

 
n n

n

n
n

lim G Tfx ,Tfx ,Tz

lim G fTx ,fz, fz .













3 3

3

0

   

نامساوي مستطيلي،با استفاده از 

)23(                        
     

     
n n n

n n n n n n

G Tz,fz,fz Ω G Tz,Tfx ,Tfx G Tfx ,fz,fz

Ω G Tz,Tfx ,Tfx Ω G Tfx ,fTx ,fTx G fTx ,fz,fz

   
      

3 3 3

3 3 3 3 3 3

  

  
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   بينيم كهبا حد گرفتن در رابطه بالا مي

 G Tz,fz, fz , 0  

fz، دهد كهنتيجه مي كه Tz يك نقطه zيعني،  
f هايانطباق نگاشت T و   .باشدمي 

 ،طور مشابهبه   g z R z  و 

   .h z S z حال فرض كنيد Rz  ،Sz Tzو 

 شودنتيجه مي )1(با توجه به نامساوي   پذيرند.مقايسه

)24(          kψ G fz,gz,hz ψ(M z,z, z ) ,   

  كه در آن

  

     

   

     

   

M z,z, z max G Tz,Rz,Sz , Ω G Tz,fz, fz

, Ω G Rz,gz,gz , Ω G Sz,hz,hz ,

, G Tz,Tz, fz G Rz,Rz,gz Ω G Sz,Sz,hz

G Tz,Rz,Sz G fz,gz,hz .



 



     

      

       
 

1

1 1

1

1
2

1 1
2 2
1 1
3 2

 

 

  

 

  

  

  دهد كهنتيجه مي )24( ،لذا

     kψ G fz,gz,hz ψ(G fz,gz,hz ) .   

fzبنابراين،   gz hz Tz Rz Sz     .  □  

 f،g،هايفرض پيوستگي نگاشت ،در قضيه زير

،h  ،R  ،Sو T   گيريم و سازگاريرا ناديده مي 

هايزوج f ,T ، g, R و  h,S را با سازگاري  
 .كنيمضعيف آنها جايگزين مي

 فرض كنيد .3 يهقض X, ,G  متري G يك فضاي 

.s.l.c با خاصيت fو باشد  ,g, h,R,S,T : X X

طوري كههشش نگاشت باشند ب   f X R X

   ،g X S X    h X T X وRX  ،SX

X كامل از هاييزيرمجموعهTXو فرض كنيد   باشند. 
Tx,Ry,Sz پذيربراي عناصر مقايسه X  داشته

  :باشيم

)25(           
  
  k

ψ Ω G fx,gy,hz

ψ(M x, y, z ) ,

  



3 
   

ψ كه در آن Ψ و  k ,  هايزوج ،آنگاه .01

 f ,T   ، g, R  و  h,S  يك نقطه انطباق مانند 

z X در    اگر ،دارند  f ,T   ، g, R  و  h,S

 هايسازگار ضعيف باشند و زوج f ,g   ، g, h و 

 h, f نسبت به  جزئييف ترتيب صعودي ضعبه
R هاينگاشت  ،S T و  ، Rzاگر ،علاوههب ،باشند 

Sz وTz آنگاه ،پذير باشندمقايسه  z X يك نقطه  
f هايانطباقي براي نگاشت  ،g  ،h  ،R  ،S Tو 

  .باشدمي

اي مانندبينيم كه نقطهمي 2 يهقضبا مرور اثبات  :برهان

z X طوري كهوجود دارد به: 

)26(           k kk
lim G z ,z , z .


 0   
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 چون R X  كامل است و    nz R X 3 لذا،  ،1

 .z R X  طور مشابه، عنصربه u X وجود  
z كهطوريدارد به Ru   و 

)27(     
 
 

n n
n

n n
n

lim G z ,z ,Ru

lim G Rx ,Rx ,Ru .





 

 
 

3 1 3 1

3 1 3 1 0




  

,v نقاطي مانند ،همچنين w X طوري وجود دارند به 
z كه Sv Tw    و 

)28(     
 
 

n n
n

n n
n

lim G Sx ,Sx ,Sv

lim G Tx ,Tx ,Tw .





 


 

3 2 3 2

3 3 0



   

w دهيم كهحال نشان مي يك نقطه انطباق  
f هاينگاشت T و    چون .باشدمي 

nSx z Tw Ru,   3 2  
  لذا

nSx Tw Ru. 3 2   
  بينيم كهمي )1(بنابراين با استفاده از نامساوي 

)29(         
  

 
n

k
n

ψ G fw,gu,hx

ψ(M w, u, x ) ,





3 2

3 2


   

 ،كه در آن

  

 

   

   

     

n

n

n n n

n n n

M w,u, x

max G Tw,Ru,Sx , Ω G Tw,fw,fw

, Ω G Ru,gu,gu , Ω G Sx ,hx ,hx

G Tw,Tw,fw G Ru,Ru,gu G Sx ,Sx ,hx
, .





  

  

     
  
    

  



3 2

3 2

3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

1
2

1 1
2 2

3

 

 

  

  

  

  بينيم كهمي )29(با حد گرفتن در 

  
  
  

 

nn

k

ψ Ω G fw,gu, z

ψ Ω Ω G fw,gu, z

ψ Ω liminf G fw,gu,hx

ψ(Ω G fw,gu, z ) ,







  

     

   

   

3 1

3
3 2









  

gu.  دهد كهكه نتيجه مي fw z Tw Ru     
f هايچون نگاشت T و   ،سازگار ضعيف هستند 

fzلذا،  fTw Tfw Tz    . ،در نتيجهz يك
f هاينقطه انطباق نگاشت T و   .باشدمي 

z توان نشان داد كهطور مشابه، ميبه يك نقطه  

 هايانطباق زوج g, R  و  h,S ادامه  .باشدمي 

 .باشدم شد، ميانجا 2 يهقضاثبات همانند آنچه كه در 

k با انتخاب
n


1،   tψ t e كه در آن n 1 

T و R S       دستهنتيجه زير را ب 2 يهقضدر  

 .آوريممي

 فرض كنيد .1 يجهنت bX, ,G bG يك فضاي 

s مرتب با ضريب متري كامل جزئاً و 
f ,g,h,R : X X   چهار نگاشت باشند         

 كهطوريهب       f X g X h X R X  .  
پذيررض كنيد براي عناصر مقايسهف

Rx,Ry,Rz X  داشته باشيم  
 

  
G fx ,gy,hzs e

s es e M x,y,znee e ,

   
     

1
1 1 1  

  كه در آن
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     

   

     

G Rx,Ry,Rz

G Rx,Rx,fx G Ry,Ry,gy

M x, y, z max e , G Rx,fx, fx
s

, G Ry,gy,gy , G Rz, hz, hz ,
s s

e e G Rz, Rz, hz .
s

 


      
 

11
2

1 1
2 2

1 11 1
3 2

  

  

f ،آنگاه  ،g  ،h R و  X يك نقطه انطباق در   ،دارند 

 هاياگر زوج f ,g   ، g, h  و  h, f صعودي  
R ي نسبت بهئجز ضعيف  باشند و 

)a (f پيوسته و زوج  f , R  ،يا ، سازگار باشد 

)b ( gپيوسته و زوج  g, R  ،و يا ، سازگار باشد 

)c ( hپيوسته و زوج  h, R  .سازگار باشد 

 كافي است .برهان   G x,y,zG x, y, z e 1

 □    .انتخاب شود

) با انتخاب n 1) R S T   ،f g h    

 ψ t cosht  ،k
n

 
نتيجه نقطه  ،2 يهقضدر  1

 ت.انطباق زير را خواهيم داش
  

 فرض كنيد .2 يجهنت X, ,G bG يك فضاي   

f مرتب باشد و تري كامل جزئاًم ,R : X X  دو 
 طوري كههنگاشت باشند ب   .f X R X فرض  

Rx,Ry,Rzپذيركنيد براي عناصر مقايسه X  
  م:داشته باشي

  

        ncosh sinh s sinh s sinh s sinh G fx, fy, fz cosh M x, y, z ,       

  نكه در آ

      

   

       

M x, y, z max sinh G Rx, Ry,Rz , G Rx,fx, fx
s

, G Ry,fy, fy , G Rz, fz, fz ,
s s

, sinh G Rx, Rx,fx sinh G Ry, Ry, fy G Rz, Rz, fz .
s

 


    
 

1
2

1 1
2 2
1 1
3 2

 

  

 زوج ،آنگاه f , R X يك نقطه انطباق در   دارد اگر 

f R و   زوج ، پيوسته  f , R f سازگار و  صعودي  
R ضعيف نسبت به    .باشد 

  

  كافي است. برهان

     G x, y, z sinh G x, y, z  
 □  .انتخاب شود

X فرض كنيد. 3مثال  ,
    

230
4

G و  X  روي   

   صورتبه

 G x, y, z sinh x y y z x z        
  

X روي " " جزئيباشد. رابطه مرتب  تعريف شده  

  م:كنيصورت زير تعريف ميرا به

x y y x,     x, y X.     
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f، هايخودنگاشت  g  ،h  ،S  ،T R و  X روي   

  صورترا به

x x
fx sinh , Rx sinh ,

x x
gx sinh , Sx sinh ,

x x
hx sinh , Tx sinh







 

   
 
   
 

1

1

1

2
15 5

30 5
2

45 15

  

كنيم. براي نشان دادن آنكه زوجتعريف مي f ,g

رض ف ،باشدميR ي نسبت بهئصعودي ضعيف جز

,x كنيد y X yو  R fx  Ry. يعني، 1 fx  با
 شود كهنتيجه مي،  Rوf هايريف نگاشتعتوجه به ت

x y
sinh sinh 1 2

15 5
و لذا،  

x
y sinh sinh    

 
1 15

2 15
  يا توجه به نامساوب. 

    sinh sinh x / x /12 15 15  
x كه براي هر    گيريم كهنتيجه مي ،برقرار است 0

x
fx sinh

x
sinh sinh sinh

y
sinh gy.



  





       
   
 

1

1 1 1

1

15
1

12 15

30

  

fx.ا،لذ gy   در نتيجه، زوج  f ,g صعودي  
R نسبت به نگاشت جزئيضعيف   .باشدمي 

 براي نشان دادن آنكه زوج g, h صعودي  
S نسبت به نگاشت جزئيضعيف  فرض كنيد ،باشدمي 

x, y X وy S gx  Sy.يعني، ،  1 gx طبق
g هايتعريف نگاشت  بينيم كهميS  و 

x y
sinh sinh 1

30 5
و لذا،  

x
y sinh sinh    

 
1 15

30
  با توجه به نامساوي. 

    sinh sinh x / x /9 30 30  
x كه براي هر    شود كهنتيجه مي ،برقرار است 0

x
gx sinh

x
sinh sinh sinh

y
sinh hy.



  





       
   
 

1

1 1 1

1

30
1
9 30

45

  

fx، بنابراين gy .لذا، زوج  f ,g صعودي ضعيف  
R نسبت به نگاشت جزئي  .است 

 براي نشان دادن آنكه زوج h, f صعودي  
T نسبت به نگاشت جزئيضعيف  فرض  ،باشدمي 

,x كنيد y X و y T hx Ty.  يعني، 1 hx  بر
h هايهاي نگاشتاساس ضابطه T و  شود نتيجه مي 

x كه y
sinh sinh 1 2

45 15
و لذا،  

x
y sinh sinh    

 
1 115

2 45
  با توجه به نامساوي. 

    sinh sinh x / x /2 45 45  
x كه براي هر    بينيم كهمي ،برقرار است 0

x
hx sinh

x
sinh sinh sinh

y
sinh fy.



  





       
   
 

1

1 1 1

1

45
1
2 45

15

  

fx. ،لذا gy در نتيجه،    f ,g  يك زوج صعودي
R ضعيف نسبت به نگاشت  .باشدمي 

  ،علاوههب

 
 

fX ,, .

RX , .



 

0 0 37451660918
0 4 93696180555

 

 
 

gX ,, .

, . SX



 

0 0 19051213779
01 42077807016
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  و

 
 

hX ,, .

TX , .



 

0 0 12743259986
00 84400999897

  

 هايو زوج f ,T   ، g, R  و  h,S سازگارند.  

 اگر ، در واقع nx X اي دردنباله  كه طوريباشد به 
t  اي مانندبراي نقطه X،  

 
 
n n

n

n n
n

lim G t, fx , fx

lim G t,Tx ,Tx ,








  0



  

  آنگاه،
  

n n

n n

x x
lim sinh t lim sinh t .

 



 
   1 2 0

15 15
  

sinh و sinh1 پيوستگي توابع   دهد كهه مينتيج 

 n n

n n

x x
sinh lim sinh lim t ,

 



 

     
1 2 0

15 15
  

و لذا،  n n n
n
.lim G fTx , fTx ,Tfx


 0   

 فرض كنيد ψ : , , ) 0 صورتبه 1

  cosht
ψ t

cosht



2

1
 با استفاده از .باشد  تعريف شده

 sinh1 زمان براي توابعطور همقضيه مقدار ميانگين به

sinh و    بينيم كهمي 

  

   
   
   

ψ Ω G fx,gy, hz

cosh Ω sinh fx gy fx hz gy hz

cosh Ω sinh fx gy fx hz gy hz

cosh Ω sinh x y x z y z

cosh Ω sinh x y x z y z

x y x
cosh Ω sinh

    


     

             
              

  



3

3

3

3

3

3

2

1

1 1 12 2 3 3 2
30 45 90

1 1 11 2 3 3 2
30 45 90

6 3 6
2



 

 

 
 

 
 

z y z

x y x z y z
cosh Ω sinh

cosh sinh Tx Ry Ry Sz Sz Tx

cosh sinh Tx Ry Ry Sz Sz Tx

cosh G Tx,Ry,Sz cosh M x

cosh G Tx,Ry,Sz

       
   

   
          
   

   

      
       

   
   

3

2 3 2
90

6 3 6 2 3 2
1

90

2
1 2

2 2
1




 
 

, y, z
.

cosh M x, y, z

  
   1

  

  
,x براي هر )1(شرط انقباضي  ،لذا y, z X برقرار  

برقرارند. در نتيجه،  2 يهقضتمام شرايط  ،است. بنابراين
f، هايتنها نقطه انطباق نگاشت 0  ،g  ،h  ،R  S  و 

T   .باشدمي  
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وجود جواب مشترك براي دستگاهي از  3

  معادلات انتگرال

دستگاه معادلات  ،]19, 16[با الهام از كار انجام شده در 
   :گيريمانتگرال زير را در نظر مي

)30(    

      

      

      

b

a

b

a

b

a

x t K t,s, x s ds k t ,

x t K t,s, x s ds k t ,

x t K t,s, x s ds k t .

 

 

 







1

2

3

   

bدستگاه فوقدر  a    هدف اين بخش اثبات  .0
در مجموعه )30( وجود جوابي براي دستگاه

 ،X C a, b  مجموعه توابع حقيقي مقدار پيوسته

 تعريف شده روي بازه a, b به عنوان كاربردي از  

 .باشدمي 1 يجهنت

 د:صورت زير تغيير داتوان بهميمسئله مورد نظر را 

f فرض كنيد ,g, h : X X صورت زير تعريف به 
  :شده باشند

      

      

      

b

a

b

a

b

a

fx t Kt ,s, x s ds k t

gx t K t,s, x s ds k t

hx t K t,s, x s ds k t ,

 

 

 







1

2

3

  

x X و  .t a, b وجود جواب براي  ،وضوحبه 
با وجود يك نقطه ثابت مشترك براي  )30(دستگاه 
f ، g  هاينگاشت h و   .ارز استهم 

  دفرض كني

     
t a ,b]

d u, v max u t v t | u v | .
    

X همچنين، فرض كنيد -متري اصلاحG  مجهز به 

  شده تعريف شده با ضابطه

 
       

G u, v, w

ξ max d u, v ,d v, w ,d w, u ,


  

,u باشد كه در آن v, w X  و 

   ξ : , , 0 صعودي  يك تابع پيوسته اكيداً 0

 شرط با t ξ t  ( t   و (0 ξ 0        .باشد 0

. همچنين، ايمساختهمتري G كامل وضوح يك فضايهب
ي تعريف شده بائرا با ترتيب جز Xمجموعه

   x y x t y t  كه در آن  t a, b در  

 گيريم. واضح است كهنظر مي X, داراي خاصيت 
s.l.c. 21[ باشدمي[. 

 .كنيمحال، نتيجه زير را بيان و ثابت مي

 :فرض كنيد شرايط زير برقرارند. 3 يجهنت

(i)     K ,K , K : a,b a,b R R  1 2  و 3

 k : a, b R   ،پيوسته باشند 

(ii)  براي هر  t,s a, b x، و  X   

  

    

  

    

b

a

b

a

K t,s, x s

K t,s,  K t,s, x s ds k t ,

K t,s, x s

K t,s, K t ,s, x s ds k t

 
  

 


 
 

 





1

2 1

2

3 2

  

  و

  

    
b

a

K t,s, x s

K t,s, K t ,s, x s ds k t .
 

  
 



3

1 3

 

(iii)  براي هر  s, t a, b ,x و  y X با شرط 

x y،  
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     

   
  

     

   
  

b

a

b

a

ξ K t, r, x r K t, r, y r  dr

ξ fx gy θ(M x, y, z )
,

θ ξ fx gy

ξ K t, r, x r K t, r, y r  dr

ξ gy hz θ(M x, y, z )

θ ξ gy hz









 
 

 






 
 

 










3
1 2

1
3 2

3

3
2 3

1
3 2

3

 
 

 
 

  

  و

     

   
  

b

a

ξ  K t, r, x r K t, r, y r  dr

ξ hz fx θ(M x, y, z )
,

θ ξ hz fx




 
 

 






3
3 1

1
3 2

3

 
 

  

 كه در آن t a, b    و 
 

      

   

       

M x, y, z max ξ G Rx, Ry, Rz , G Rx,fx, fx

, G Ry,gy,gy , G Rz, hz, hz

, ξ G Rx, Rx, fx ξ G Ry, Ry,gy G Rz, Rz, hz

 


    
 

1
2

1 1
2 2
1 1
3 2

 

  

θ. كه در آن Ψمعادلات انتگرال  ،در اين صورت
x جوابي مانند )30(دستگاه  X   .دارد 

 ا توجه به شرطب. برهان ، ii ب هاي مرتزوج  f ,g

، g, h و  h, f  .ي هستندئصعودي ضعيف جز 
,x حال، فرض كنيد y X x. چنان باشند كه  y  

 با توجه به شرط ، iii براي هر  t a, b، 

    

    

    
  

b

a

ξ fx t gy t

ξ | K t,s, x s K (t,s, y s | ds

ξ fx gy θ M x, y, z
.

θ ξ fx gy




 
 
 



 








4

4
1 2

1
4 2

4

 
 

  

 ،بنابراين

)31(  

  

   

   
  

t a,b]

ξ d fx,gy

ξ sup fx t gy t

ξ fx gy θ(M x, y, z )
.

θ ξ fx gy






   
 






4

4

1
4 2

4

 
 

   

  توان نشان داد كهمي، شابهطور مبه

)32( 

  

   

    
  

t a ,b]

ξ d gy,hz

sup gy t hz t

ξ gy hz θ M x, y, z
,

θ ξ gy hz






   
 






4

2

1
4 2

4

 
 

   

  و

)33(   

  

   

    
  

t a ,b]

ξ d hz, fx

sup hz t fx t

ξ hx fy θ M x, y
.

θ ξ hz fx






   
 






4

2

1
4 2

4

 
 

   

  ،لذا

)34(        θ ξ fx gy θ M x, y . 
1

4 2    
  شود كهنتيجه مي ، طريقي مشابه به

)35(       θ ξ gy hz θ(M x, y ) , 
1

4 2    
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  و

)36(      θ ξ hz fx θ(M x, y ) . 
1

4 2    

     )36(و  )35(، )34( با توجه به روابط ، در نتيجه
   بينيم كهمي

  

             
            

 

θ ξ G fx,gy,hz θ ξ ξ max d fx,gy ,d gy,hz ,d hz, fx

max θ ξ d fx,gy ,θ ξ d gy,hz ,θ ξ d hz, fx

θ(M x, y ) .                                                                        







3 3

4 4 4

1
2



  

  

XR با انتخاب I شود كه جه مينتي، 1 يجهنت در 

x عضوي مانند X طوري كه يك نقطه وجود دارد به 

يعني، h و f ،g هايثابت مشترك براي نگاشت
 .باشديم )30( جوابي براي دستگاه
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