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  كافي براي كرانداري و در اين مقاله شرايط لازم و: هديچك
دار از توابع ي روي فضاهاي وزنارب نقطهپذيري عملگر ضمعكوس

هاي ما كه وزن جايي ،يابيمصفحه بالا را ميهولومورفيك روي نيم
دهيم كنند. همچنين نشان ميدر هيچ شرط رشدي صدق نمي لزوماً

ي روي اين فضاها فشرده نيست. در پايان نيز اعملگر ضرب نقطه
  كنيم.ال باز مطرح ميؤيك س

دار، توابع هولومورفيك، عملگر ضرب هاي وزنفضا :كلمات كليدي
  ي، تابع وزن.انقطه

Abstract: In this paper, we find necessary and 
sufficient conditions for boundedness and 
invertibility of pointwise multiplication operator 
on weighted spaces of holomorphic functions on 
the upper half-plane where our weights does not 
satisfy any growth conditions necessarily. We also 
show that pointwise multiplication operator is not 
a compact operator on these spaces. Finally, we 
present an open problem. 

Keywords: weighted spaces, holomophic 
functions, pointwise multiplication operator, 
weight function. 

  

  

  مقدمه 1
پذيري كرانداري و معكوس ]1[ دركه  گونههمان

ي به عنوان يك خود نگاشت روي اعملگر ضرب نقطه
دار از توابع هولومورفيك روي گوي يكه فضاهاي وزن

هدف اين مقاله يافتن  ،مورد مطالعه قرار گرفته است
  شرط لازم و كافي براي كرانداري و همچنين

ي به عنوان يك اپذيري عملگر ضرب نقطهمعكوس

دار از توابع گاشت روي فضاهاي وزنخودن
باشد. نكته قابل بالا مي صفحهنيمهولومورفيك روي 

توجه اين است كه نتايجي كه براي عملگر ضرب 
آوريم به خواص تابع وزن بستگي ي به دست ميانقطه

ندارند؛ يعني لازم نيست كه تابع وزن در شرايط 

رشدي    يا  اند معرفي شده  ]2[ كه در
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ي را اد. همچنين طيف عملگر ضرب نقطهنصدق كن

دهيم عملگر محاسبه كرده و با استفاده از آن نشان مي
فشرده نيست. نهايتاً اين مقاله را با  ايضرب نقطه

سانيم. حال به رال باز به پايان ميؤمطرح كردن يك س
اين  پردازيم كه در ادامهذكر تعاريف و مفاهيمي مي

 مقاله مورد نياز هستند.

 كنيد فرض :   0G  ω Im ω     
باشد. دراين صورت   بالادرصفخه مختلط صفحهنيم

fتابع  : G  وي پذير يا هولومورفيك ررا مشتق
G ناميم هرگاه ميf اي از در هر نقطهG پذير مشتق

را با  Gعه تمام توابع هولومورفيك روي وباشد. مجم
)نماد  )H G و مثبت دهيم. تابع پيوسته نشان مي

: G ( , )  0  را يك وزن رويG ناميم. براي مي

( )f H G نرم سوپريمم وزني ،f،  يعنيf


و  
يعني  ،Gدار از توابع هولومورفيك روي فضاي وزن

( )H G كنيمصورت زير تعريف ميترتيب بهرا به:  

sup ( ) ( )Gf f
    

  و

. ( ) ( ) :H G f H G f 
     

  

)تابع هولومورفيك  .1 يفتعر )H G   را ضربگر

( )H G ناميم هرگاه به ازاي هر مي( )f H G 
)داشته باشيم  )f H G  همچنين مجموعه تمام .
)ضربگرهاي  )H G  را با( ( ))M H G نشان    

  دهيم.مي

)رفيك تابع هولومو .2 يفتعر )f H G  را كراندار

وجود داشته باشد  Mگوييم هرگاه ثابت مثبتي مانند 
  كهطوريبه

( ) .  G f M   
را  Gتمام توابع كراندار و هولومورفيك روي  مجموعه

)با نماد  )H G دهيم.نشان مي  
  

f:اگر  .1مثال  G C را با ضابطه ( ) if e   

.وضوح داريم تعريف كنيم، آنگاه به ( )f H G  

)فرض كنيد . 3 يفتعر )H G   و  تابع ثابت

اي نباشد. در اين صورت عملگر ضرب نقطه
: ( ) ( )M H G H G  شود چنين تعريف مي

( )M f f .  

را روي  Mاي اگر عملگر ضرب نقطه .1تذكر 

)فضاي  )H G وضوح داريم در نظر بگيريم، به

( ) ( )M f f H G   اما .f


 ًمتناهي  لزوما
)ي از عضو لزوماً fيعني نيست.  )H G .نيست   

قضيه كلاسيك از آناليز  مقدمه را با يادآوري دو
  رسانيم.ميپايان تابعي به 

فضاهاي باناخ و YوXفرض كنيد  .1 يهقض

:T X Y  يك تبديل خطي فشرده باشد. در اين
پذير عضو ، حداكثر تعداد شمارشTصورت طيف 

  دارد.
1.قضيه  برهان.   □  را ببينيد. ]3[از   7

فضاهاي باناخ  YوXفرض كنيد  قضيه گراف بسته:

T:و X Y  .يك تبديل خطي با گراف بسته باشد
  پيوسته است. Tدر اين صورت

  

1.قضيه  برهان.   □  را ببينيد.  ]4[ از  3
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  نتايج اصلي 2

   عملگر ضرب ،گفته شد 1طور كه در تذكر همان
)ي از انقطه )H G  به( )H G ًتعريف خوش لزوما
      زير شرط لازم و كافي براي قضيهاما  ؛نيست
اي را ارائه في و كرانداري عملگر ضرب نقطهتعريخوش

  دهد.مي

اين  يك تابع وزن باشد. در فرض كنيد  .2 يهقض

  صورت موارد زير معادل هستند:
:) عملگر 1( ( ) ( )M H G H G    كراندار

  (پيوسته) است.

)2 (( )H G .  
) برقرار باشد. در اين صورت 1فرض كنيد ( برهان.
 Mلذا ثابت مثبتي مانند  ،كراندار است Mچون 

)ازاي هر كه بهطوريوجود دارد به )f H G  داريم  

( )

( ) ( ) ( ) .



 G

M f f

Sup f M

 





    
  

)همچنين  ) ( )f Sup f


    بنابراين .  

( )GSup      

)يعني  )H G .  
  ) برقرار باشد، آنگاه خواهيم داشت 2برعكس، اگر (

( )

( )



 

M f f

f Sup M f

 

 



 
  

  □   كراندار است. Mو در نتيجه 

)و تعريف ضربگر  2 قضيهحال از  )H G نتيجه 
  زير را خواهيم داشت.

يك تابع وزن باشد. در اين  فرض كنيد  .1 يجهنت

)صورت داريم  ( )) ( )M H G H G     .
  شودطور معادل نتيجه ميبه

( ( )) ( ).M H G H G 

      زير شرط لازم و كافي براي قضيهدر 

كنيم. اي را بيان ميعملگر ضرب نقطهپذيري معكوس

)اما قبل از بيان قضيه، يادآوري اين نكته كه  )H G 
را  [1] باشد (يك فضاي باناخ است ضروري مي

  ببينيد).
  

 يك تابع وزن باشد و فرض كنيد  .3 يهقض

( )H G  در اين صورت موارد زير معادل .
  هستند:

:) عملگر 1( ( ) ( )M H G H G   پذير معكوس
  ) است.طور معادل پوشا(يا به

)2( H (G)

يعني ثابت  ،1 0K  وجود دارد

كهطوريبه    ω G φ ω K.  
) برقرار باشد. در اين صورت 1فرض كنيد ( برهان.
يك عملگر خطي پوشا از فضاي باناخ  Mچون 
( )H G  به( )H G باشد، لذا مي

( ) ( ) ( )graph M H G H G     .بسته است
پيوسته  Mشود بنابراين از قضيه گراف بسته نتيجه مي

نيز بايد به عنوان يك  Mاست. همچنين معكوس 
     عملگر خطي بين فضاهاي باناخ پيوسته باشد. اما 

Mبايد به فرم  Mوضوح معكوس به

باشد. حال از  1

Hشود كه ينتيجه م 2قضيه  (G)

1 .  

Hبرعكس، اگر  (G)

نتيجه  2، آنگاه از قضيه 1

Mشود كه مي

يك عملگر خطي پيوسته روي  1
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( )H G  است و معكوس آن يعنيM  نيز به عنوان

  □         باشد.پذير ميخطي معكوسيك عملگر 

)اگر  ،با توجه به آنچه كه ثابت شد )H G  ،

:آنگاه  ( ) ( )M H G H G    يك عملگر خطي

Mعملگر هماني باشد طيف Iكراندار است. اگر 

)يعني  )M شودصورت زير تعريف ميبه:  

 
( )

: ( ( ( )))   

M

C I M Inv B H G



 



 
 

)كه در آن  ( ( )))Inv B H G  مجموعه تمام تبديلات

)پذير روي خطي كراندار و معكوس )H G  .است  

  

  وضوح خواهيم داشتبه. 2تذكر 

  
  ( )

  

  

I M f f f

f M f



 

  

 
  

Iنابراين ب M M    .  
  

) .4 يهقض ) ( )M G .  

اگر  برهان. M  آنگاه عنصر ،

M I M     پذير نيست. لذا از قضيه معكوس

Hشود نتيجه مي 3 (G)
 

ي هر ازا؛ يعني به1

n N  عنصري مانندn G   وجود دارد         

 كهطوريبه
n

n
( )


  

  داريمطور معادل به. 1

 

 n nn N, G s.t .
n

, .

    

     

  

1

1
n n n ω G  s t  φ ω λ  

n
 

  

بنابراين خواهيم داشت  G برعكس، اگر .

 G شود ، آنگاه با روند مشابه بالا نتيجه مي

 M  .            □  

  

)اگر  .5 يهقض )H G  آنگاه ،

: ( ) ( )M H G H G    يك عملگر فشرده

  نيست.

ثابت پيوسته و يك تابع غير Gروي  چون  برهان.

G لذا  ،همبند است( )G اي نيست و به نقطهتك

پذير شمارش Cهمبند از  عنوان يك زير مجموعه

نيست. بنابراين    M G   نيز يك مجموعه

حكم  1ناپذير است و اكنون با توجه به قضيه مارشش

  □       شود.ثابت مي
  

و طرح  فردهلمدر پايان به يادآوري تعريف عملگر 

فضاهاي  YوXفرض كنيد  پردازيم.يك سوال باز مي

T:دار و نگاشت نرم X Y ل خطي يك تبدي

 فردهلمرا يك عملگر  Tكراندار باشد. در اين صورت 

  گوييم هرگاه 

)1 (dim ( )Ker T  .  

)2 (ImT  بسته وdim
Im

Y

T
 .  

  

ان يك شرط لازم و كافي براي توآيا مي سوال باز.

اي ب نقطهلم بودن عملگر ضرفرده

: ( ) ( )M H G H G    بدون اعمال شرايط

 يافت؟ رشدي بر وزن 
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