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 چکیده
در این مقاله مسئله برآورد میانگین جامعه زمانی که داده ها دارای خطای 

که جامعه زمانیروش جدید برآورد میانگین چنین یک گیری هستند و هماندازه
در این مقاله  .ارائه شده استهستند،  گیریخطای اندازهگیری دارای های نمونهداده

یک براورد کننده جدید معرفی و از لحاظ تئوری و عملی نسبت به سایر 
ه سایر شود. همچنین کارایی برآوردکننده جدید، نسبت بها مقایسه میبرآوردکننده
های واقعی به کار و در اخر این نتایج برای داده های موجود را نشان دادهبرآوردکننده

 شود.برده می
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Abstract 

In this paper we study the problem of estimation of 

population mean in the presence of measurement 

error simultaneously using information on a single 

auxiliary variable. We have developed a new 

estimator of population mean and compared it with 

some existing estimators under the situations when 

measurement errors occur simultaneously. The 

proposed estimators are theoretically compared with 

existing estimators. Empirical and simulation study is 

also conducted to assess the performance of proposed 

estimator. 
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 مقدمه

ای، پارامترهای جامعه بر اساس های نمونهدر بررسی
های مختلف شوند. روشهای گردآوری شده، برآورد میداده

شده صحیح برآورد تحت این فرض که مشاهدات گردآوری
 ه. اگر چشوندند، استفاده میهستگیری و بدون خطای اندازه

بخش این فرض در بسیاری از موارد کاربردی، رضایت
گیری، نظیر خطاهای ها با خطاهای اندازهنیست و داده

گزارش و خطاهای محاسباتی همراه هستند و این خطاهای 
 کنند. گیری نتایج را نامعتبر میاندازه

ترین خطاهایی که در هر آمارگیری ممکن یکی از عمده
گیری، گیری است. خطای اندازهزهاست رخ دهد، خطای اندا

دست آمده یا همان مقدار مشاهده شده با تفاوت مقدار به
مقدار واقعی متغیر تحت بررسی است که با انجام 

دهد. مجموعه گیری روی واحدهای نمونه رخ میاندازه
اغلب کمتر یا  دهندگاناطلاعات ارائه شده توسط پاسخ

خطای ۀ مسئلشود و پژوهشگر با بیشتر گزارش می
ها از افراد مواجه است. گیری، هنگام گردآوری دادهاندازه

 زیر باشد:  عواملگیری ممکن است ناشی از خطای اندازه
 ؛نقص در ابزار آمارگیری (الف
 ؛عمدی اطلاعات نادرست توسط پاسخگویانۀ ارائ (ب
غیرعمدی اطلاعات نادرست توسط ۀ ارائ (ج

 ؛پاسخگویان
های ارائه شده توسط ر پاسختأثیر آمارگیر ب (د

 .پاسخگویان
ۀ مند به مسئلگذشته، آماردانان علاقهۀ در طول چند ده

گیری )یا وجود خطاهای اندازه با ،برآورد پارامترهای جامعه
گیری را روی اندازهاثر خطاهای  6. ککرانپاسخ( بودند

برآوردهای کمترین مربعات معمولی ضرایب رگرسیون 
گیری ممکن است خطاهای اندازه رد کهمطالعه کرد و پی ب

به برآوردهای ناسازگار و نااریب از ضرایب رگرسیون منجر 
برآوردگر نسبتی کلاسیک میانگین جامعه  [0] ۲شوند. شالب

و  9گیری بررسی کرد. مانیشارا با وجود خطاهای اندازه
گیری را روی یک برآوردگر اثر خطاهای اندازه [1] 1سینگ

خطی از برآوردگر نسبتی کلاسیک و  جدید که ترکیبی

                                                           
1. Cochran 

2. Shalabh 

3. Manisha 

4. Singh 

و  0میانگین نمونه بود، بررسی کردند. دیواکار شوکلا
برآوردگر جدیدی را برای میانگین جامعه  [1همکارانش ]

کاترمن  معرفی کردند که ترکیبی خطی از برآوردگر سریون
گیری همچنین خطای اندازه و میانگین نمونه بود. مسئله

[ و غیره 9و همکارانش ] 7کومار [،7] 1پتوسط سینگ و کار
های مفید علاوه، بسیاری از همکاریبه بررسی شده است. 

گیری ارائه شده های خطای اندازهکارها و مدلۀ دیگر، ادام
 [ هستند.۲] 8توسط فولر

برخی  ،۲ پس از معرفی چند نماد در بخش ،در این مقاله
 رآوردگرب یعنی های موجود برای میانگین جامعه،از برآوردگر

 [ و برآوردگر1[، برآوردگر مانیشا و سینگ ]0شالب ] نسبتی

[ را که مبتنی بر برآوردگر نسبتی 1] شوکلا و همکارانش
وجود خطای  باکلاسیک و میانگین نمونه هستند، 

ها، یعنی اریبی و های آنو ویژگی بررسی شدهگیری اندازه
گر برآورد 9در بخش  .میانگین مربع خطا بحث شده است

، یعنی اریبی و میانگین های آنجدیدی معرفی و ویژگی
برآوردگر جدید با  1مربع خطا بحث شده است. در بخش 

علیرغم وجود خطای  یاد شدهدیگر برآوردگرهای 
گیری مقایسه و شرایط کارایی بر اساس میانگین مربع اندازه

همچنین این نتایج را در  گیری شده است.خطا نتیجه
های در مقایسهرا نتایج  درستیو  ار بردهقعی به کهای واداده

 .ایمکردهسازی شده مشاهده عددی و شبیه
 

های کنندهنمادگذاری و مروری بر برآورد

 پیشین
را در نظر بگیرید که یک  ای متناهی به حجم جامعه

بدون جایگذاری از آن  نمونه تصادفی ساده به حجم 
به ترتیب متغیر  و  شده است. فرض کنید که انتخاب

مورد مطالعه و متغیر کمکی باشند. همچنین فرض کنید که 
مقادیر صحیح  مقادیر مشاهده شده و  
( واحد امین ) برای  دو صفت

 گیری. فرض کنید که خطاهای اندازهای باشندنمونه
  

                                             )6( 

                                                           
5. Shukla, D  

6. Karpe 

7. Kumar 

8. Fuller 
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 و
                                              )۲( 

 
گیری ذاتاً تصادفی و باشند، به طوری که خطاهای اندازه

هستند.  و  ناهمبسته با میانگین صفر و واریانس 
 فرض کنید که

 

 
 و

 
 

 و و  ای متغیرهایبه ترتیب میانگین جامعه

 
 و

 
 

 و و  متغیرهای  اینمونه به ترتیب میانگین

 
 و

 
 

 باشند. و  ای متغیرهای به ترتیب واریانس جامعه
به ترتیب ضریب  و  همچنین فرض کنید که 

ضریب همبستگی  باشند و  و  تغییرات متغیرهای 

 گیری باشد. نمونه کسر و  و  بین متغیرهای 

، میانگین متغیر کمکی، ه همچنین فرض کنید ک
های برآوردگرها، دست آوردن ویژگیه برای ب معلوم باشد.

 کنیم. فرض کنید کهتعدادی علائم دیگر را معرفی می
 

                               )9( 

,                                       )1( 

                              )0( 

 و

                                         )1( 

 
 :داریم (۲و ) (6)با استفاده از روابط 

                            )7( 

 و

                           )8( 

 
را  (مطالعه ) متغیر مورد ای( میانگین نمونه6) ۀبنا به رابط

 توان به صورتمی
 

                                  )3( 

 
 توان نوشت:می ، نوشت. با توجه به اینکه

 

        )65( 

 
ای یک برآوردگر نااریب میانگین جامعه یعنی، میانگین نمونه

 نس آن برابر است باواریا و است
 

                           )66( 

 
از  برای محاسبه اریبی و واریانس دیگر برآوردگرهای موجود

 ( با فرض8( و )7)
 

              )6۲( 

 داریم
                               )69(

  
 

 است و  برآوردگر نااریب  و  ااریب برآوردگر ن زیرا 
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(61)                                                                   
 

های موجود برای برآوردگرانواع  این بخش برخی ازادامه  در
بوده و   میانگین جامعه که مبتنی بر روش برآورد نسبتی

گیری هستند را گیری دارای خطای اندازههای نمونهداده
 یم.کنیبررسی می

 
 [0] برآوردگر شالب

 برآوردگر  [0شالب ]
 

                                                   )60( 

 
را پیشنهاد کرد. بدیهی است که این همان برآوردگر نسبتی 

 برابر  مقدار اریبی  است.
 

       )61(

  
 برابر ی آن میانگین مربع خطا و
 

(67)                                                                   

 .است
 

 [1] مانیشا و سینگ برآوردگر

 برآوردگر ترکیبی [1مانیشا و سینگ ]
 

                              )68(
   

 
یک عدد ثابت مناسب است.  را پیشنهاد کردند، که در آن 

مان برآوردگر شالب و ه ازای بدیهی است که به
مقدار  آید.دست میبه ایمیانگین نمونه ازای به

 برابر  اریبی 
 

      )63(

   
 

 برابر  ی آنمیانگین مربع خطاو 
 

(۲5)                                                                   

 رابر است باب ۀ مقدار بهینکه طوری  ، بهاست
 

                                      )۲6(

         
دارای کمترین  میانگین مربع خطای  که به ازای آن
 مقدار ممکن است.

 

 [1] و همکاران ديواکار شوکلا برآوردگر

 برآوردگر [1] دیواکار شوکلا و همکارانش
 

                         )۲۲( 
 

یک عدد ثابت  را پیشنهاد کردند، به طوری که در آن
 مناسب است و

 

                                               )۲9( 
 

 برابر  اریبی 
 

                     )۲1(

  

 برابر  ی آنمیانگین مربع خطاو 
 

(۲0)                                                               
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 برابر است با یبهینهمقدار  و است

                                )۲1(

   
دارای کمترین  میانگین مربع خطای  که به ازای آن

 مقدار ممکن است.
 

 برآوردگر پیشنهاد شده
 -[ یک برآوردگر نمایی نسبتی8سینگ و همکارانش ]

متناهی را به ۀ ن جامعضربی برای برآورد میانگیحاصل
 صورت

 

(۲7)                                                                  

 

 پیشنهاد کردند.
یک ( ۲7)گیری از برآوردکننده در این بخش با الهام

برای میانگین جدید را  ضربیحاصل -برآوردگر نمایی نسبتی
، با وجود خطای ی مطالعه، یعن ای متغیر موردجامعه
 گیری، به صورتاندازه

(۲8)                                                                         

یک عدد ثابت مناسب  ، به طوری که کنیممعرفی می
 است.

 با فرض :۱قضیه 

                     )۲3( 

 
 هبرآوردگر پیشنهاد شد

 

  

 
 های زیر است:دارای ویژگی

 برابر است با مقدار اریبی  (الف

 

 

(95)  

 برابر است با میانگین مربع خطای  (ب

 

(96)                                                                  

 
 برابر است با بهترین مقدار برای  (ج

 
                                    )9۲(

        
( برآوردگر ۲8( در )۲9گذاری )از جای (الف :برهان

 توان به صورت زیر نوشت؛پیشنهاد شده را می

 

 

(99)                                                                        

 
 ( داریم99( در )6۲گذاری )اینک از جای

 

 

  
ۀ ها تا مرتبو در نظر گرفتن جمله با بسط دادن 

 دوم داریم
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 و  با فرض اینکه 

را بسط  و ی هاتوانیم عبارتمی

 اول داریمۀ ها تا مرتببا در نظر گرفتن جمله ؛ بنابرایندهیم
 

 

  
های بالاتر از دو، پس با نادیده گرفتن جملات با مرتبه

 آوریمدست میبه
 

  
 ( داریم۲3در ) بنا به تعریف 

(91)                                                                  

 
 بنابراین

(90)                                                                  

 
( و 69( امید ریاضی بگیریم، از )90)ۀ اگر از طرفین رابط

 برابر است با  ۀ اد شد( مقدار اریبی برآوردگر پیشنه61)

 

 

  
امید ۀ ( و محاسب90از مجذور کردن دو طرف ) (ب

( و نادیده گرفتن جملات با 61ریاضی آن، با استفاده از )
 های بالاتر از دو، داریم مرتبه
 

 
 

  

  
و برابر صفر قرار  ( نسبت به 96ز )گیری ابا مشتق (ج

 برابر است با ۀ دادن عبارت حاصل، مقدار بهین
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(، مینیمم مقدار میانگین 96( در )9۲گذاری )از جای
 برابر است با مربع خطای 

 

(91)                                                                               

 

کارایی برآوردگر پیشنهاد شده با دیگر ۀ مقایس

 برآوردگرها
در این بخش برآوردگر پیشنهاد شده را با دیگر برآوردگرهای 

گیری زمانی که مشاهدات تحت خطاهای اندازه مذکور،
 کنیم. ند، مقایسه میهست

ای متداول گین نمونهبرآوردگر پیشنهاد شده از میان .6
 کاراتر است اگر 

 
                         )97( 

 
 ( داریم96( و )66بنابراین از )

 

  
 پس از ساده کردن داریم

 

 
 

 این رابطه صحیح است اگر 
 

            )98(

  
 است اگرکاراتر  از  بنابراین 

 

(93)                                                                   

 
دارای مقادیر یکسان هستند،  و ویژه هنگامی کهبه

 یابد،( به شرایط زیر تقلیل می93شرایط )
 

(15)                                                                   

 
[ کاراتر 0برآوردگر پیشنهاد شده از برآوردگر شالب ] .۲

 است اگر 
                      )16(

   
 ( داریم96( و )67بنابراین از )

 

  
 پس از ساده کردن داریم

  
 این رابطه صحیح است اگر 

(1۲)                                                                              

 
 کاراتر است اگر  از  بنابراین 
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(19)                                                                  

 
دارای مقادیر یکسان هستند،  و ویژه هنگامی کهبه

 یابد،( به شرایط زیر تقلیل می19شرایط )
 

(11)                                                                 

 
برآوردگر پیشنهاد شده از برآوردگر مانیشا و سینگ  .9

 [ کاراتر است اگر 1]
 

                     )10( 

 
 ( داریم96( و )۲5بنابراین از )

  
 پس از ساده کردن داریم

 
 این رابطه صحیح است اگر 

 

(11)                                                                                         

 
 از   ، برآوردگربا فرض این که  بنابراین

 کاراتر است اگر 
 

(17)                                                                   
 

کاراتر  از  ، برآوردگر و با این فرض که 

 است اگر
 

(18)                                                                   

 
برآوردگر پیشنهاد شده از برآوردگر دیواکار شوکلا و  .1

 کاراتر است اگر  [1همکارانش ]
 

                      )13(
   

 ( داریم96( و )۲0بنابراین از )

  
 داریم پس از ساده کردن

  
 این رابطه صحیح است اگر 

(05)                                                                       

 

از  ، برآوردگر بنابراین با فرض این که 
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 کاراتر است اگر  
 

(06)                                                                     

 

کاراتر  از  ، برآوردگر  و با این فرض که 

 است اگر

 

(0۲)                                                                            
 

 سازیشبیه عددی وۀ مقایس
رآورد پارامترها در حالات سازی بدر این بخش نتایج شبیه

شود. برای مقایسه تجربی و عددی می مختلف بررسی
)برآوردگر پیشنهاد شده به ازای   برآوردگر پیشنهاد شده

، برآوردگر  ای متداول( با برآوردگر میانگین نمونه

و   ، برآوردگر مانیشا و سینگالب نسبتی ش
فرضی و ۀ ( یک جامعبرآوردگر دیواکار شوکلا )

برآوردگر ۀ گیریم. برای مقایسشده را در نظر میسازی شبیه
برآوردگرها محاسبه شده است. شش  پیشنهاد شده، 

ی که ضریب همبستگی اند به طورسازی شدهجامعه شبیه
آنها پایین، بالا، مثبت و منفی است. فرض شده است که 

و حجم  9705گو پاسخۀ ، حجم طبق0555حجم هر جامعه 
است. متغیرکمکی واقعی  9/5پاسخ  و نرخ عدم 055نمونه 

و متغیر کمکی  ۀ مربوط به جامع
فرض شده است،  شده، گیریاندازه

 . پس 
متغیر مورد مطالعه با مدل خطی 

سازی شده است. برای شبیه 
مطالعه و متغیر کمکی، کنترل همبستگی بین متغیر مورد 

، 6/5عبارتند از:  bتغییر کرده است. مقادیر مفروض  bمقدار 
همانند متغیر کمکی، متغیر  -0/5و  -9/5، -6/5، 0/5، 9/5

تعمیم  گیری شده با اندازه مورد مطالعه
 .  بنابراینداده شده است، 

خلاصه شده است. در  6پارامترهای جامعه در جدول 
برآوردگر پیشنهاد  ، میانگین مربع خطای ۲جدول 

، درصد 9اند. جدول شده و چهار برآوردگر دیگر محاسبه شده
برآوردگر شالب، برآوردگر مانیشا و  کارایی نسبی 

سینگ، برآوردگر دیواکار شوکلا و برآوردگر پیشنهاد شده 

 پارامترهای جامعه. ۱جدول 

 پارامترها 6جامعه  ۲جامعه  9جامعه  1جامعه  0جامعه  1جامعه 

30010/۲- 37۲8/5- 557936/6 378898/1 566670/0 551769/9  
317661/3 305711/3 3097۲۲/3 386761/3 56۲19/65 51118/65  
318۲77/6 996791/6 596578/6 5815۲1/۲ 981190/6 5079۲۲/6  
5۲3566/1 51۲7۲0/1 51۲313/1 61599۲/1 510687/1 5۲660/1  
333117/5 559761/6 511081/6 335717/5 309079/5 3817۲3/5  
5980۲6/6 56۲۲76/6 515996/6 377181/5 336333/5 33۲531/5  
76003/5- 05670/5- 68۲70/5- 76۲891/5 0۲6190/5 619۲51/5  

560737/۲ 967701/6 5۲۲638/6 659506/۲ 9۲9869/6 383۲51/5  
39799/9 678037/1 38۲007/9 51۲331/1 378136/9 595۲57/1  
391513/5 563370/6 560370/6 300131/5 39۲077/5 597900/6  
373۲07/5 51111۲/6 37581/5 3۲0۲59/5 311781/5 331693/5  
76879/5- 0673۲/5- 61750/5- 759711/5 0۲۲813/5 6۲9708/5  
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 گیرد.نسبت به برآوردگر نااریب را در برمی
 

 گیریبحث و نتیجه
، 9با توجه به درصد کارایی نسبی داده شده در جدول 

توان نتیجه گرفت که در هر شش جامعه، برآوردگر می
و دیواکار  از برآوردگرهای شالب  شده  پیشنهاد

( بهتر و کاراتر است و کارایی برآوردگر پیشنهاد شوکلا )
 .برابر است برآوردگر مانیشا و سینگ  شده با کارایی

کنید در هر شش جامعه برآوردگر همان طور که ملاحظه می

دیواکار شوکلا خیلی ناکارآمد است، همچنین کارایی 
برآوردگرهای شالب و دیواکار شوکلا از کارایی برآوردگر 

 تر است.( پاییننااریب معمولی )
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 گیریمیانگین مربع خطای برآوردگرها با وجود خطای اندازه .2جدول 

  6جامعه  ۲جامعه  9جامعه  1جامعه  0جامعه  1جامعه 
550391/5  551176/5  551606/5  551601/5  551171/5  551581/5   

551191/5  55196۲/5  551157/5  550959/5  55179۲/5  551077/5   

551999/5  551691/5  551531/5  551197/5  551576/5  551593/5   

651350/5  598180/5  557151/5  661956/5  51۲897/5  551395/5   

551999/5  551691/5  551531/5  551197/5  551576/5  551593/5   

 گیریها با وجود خطای اندازهدرصد کارایی نسبی برآوردگر .3جدول 

  6جامعه  ۲جامعه  9جامعه  1جامعه  0جامعه  1جامعه 
691٪ 658٪ 31٪ 661٪ 33٪ 83٪  
697٪ 669٪ 656٪ 693٪ 660٪ 656٪  
1٪ 6۲٪ 00٪ 0٪ 66٪ 03٪  

697٪ 669٪ 656٪ 693٪ 660٪ 656٪  


