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 معادلات حل براي بازتوليد هسته روش مقاله اين در: هديچك
 .انتگرالي پيشنهاد شده است شرط با همراه انتگرالي-ديفرانسيل

 نمايش داده  يدهسته بازتول يدر فضاجواب دقيق به شكل سري 
ي را نشان پيشنهاددقت روش  هاي عددي ارائه شدهمثال شود.مي
  دهد.مي

 خطا، آناليز بازتوليد، هسته فضاي ي،انتگرال شرط: كلمات كليدي
  .همگرايي آناليز

Abstract: In this paper, the reproducing kernel 
method for solving differential- integral equations 
with integral condition is proposed. The exact 
solution is represented in the form of series in a 
reproducing kernel space. Numerical examples 
presented to illustrate the accuracy of the proposed 
method. 
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  مقدمه 1

 هايويژگي حسب بر توان مي را مرزي مقدار مسائل
 بودن، خطي نظر از مثلاً. كرد بندي دسته متعددي
 تقسيم غيرخطي و خطي دسته دو به ديفرانسيل معادلات

 مسائل دسته سه به مسائل شرايط، نظر از و شوند مي
 مرزي- اوليه مقدار و مرزي مقدار اوليه، مقدار

 بر حاكم مرزي شرايط ميان در. شوند مي بندي تقسيم
 غيرموضعي مرزي شرايط به توان مي ديفرانسيل معادله
 قسمتي يا مرز روي بر تابع مقدار آن در كه كرد، اشاره

 مرز هاي قسمت ساير يا دامنه درون مقادير به مرز از
 در پركاربرد معادلات از ديگري دسته. شود مي مربوط
 با همراه غيرخطي ديفرانسيل-انتگرال معادلات طبيعت،
 در را مهمي نقش معادلات اين. هستند انتگرالي شرط
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 در ذره ارتعاشات همچون فيزيكي هاي پديده سازيمدل

كوانتوم  فيزيك الكتريكي، هاي شبكه جريانات در شبكه،
 از بسياري حل پيچيدگي. دارند نساجي مهندسي و

 جمله از متنوع غيرخطي انتگرالي-ديفرانسيل معادلات
 هاي روش يافتن به را محققان ،غيرموضعي مرزي شرايط
 آناليز در قوي نظريه بر متكي حال عين در و تر ساده
 به توان مي ها روش اين ميان در. است داده سوق تابعي
   .كرد اشاره بازتوليد هسته فضاي بر مبتني هاي روش

 بيستم قرن اوايل در بار اولين براي بازتوليد هسته
 قرار استفاده مورد مرزي مقدار مسائل روي تحقيقات در

 هسته كه بود كسي ولينا زارمبا ،1907 سال در. گرفت
 خاصيت و معرفي را خاص توابع از برخي با متناظر

 كلي نظريه 1948 سال در. نمود بيان را آنها بازتوليد
 ].1گرفت [ نظم آرونزان توسط بازتوليد هاي هسته

 و كوي هاي تلاش واسطه به 1980 سال از
  ساده بسيار شكل به بازتوليد هسته توابع همكاران
 آنها]. 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2[ شدند عرفيم اي چندجمله
 بازتوليد هسته فضاي بر مبتني يها روش روي توانستند

  .كنند كار
 پايه بر ،بازتوليد هسته فضاي بر مبتني يها روش

 از استفاده و هيلبرت فضاي در تقريب بهترين نظريه
 هسته فضاي ابتدا ،هاروش اين در. باشد مي فوريه بسط

 حاكم شرايط و مسئله كلي صورت به توجه با بازتوليد
 به را بازتوليد هسته سپس و شود مي تعريف آن بر

 علاوه. آوريم مي دست به اي ضابطه چند تابعي صورت
 يندافر از استفاده با يكه متعامد پايه توابع اين بر 

 عنوان به و شوند مي توليد اشميت-گرام متعامدسازي
  د.نگير مي قرار دهاستفا مورد جواب تقريب در پايه توابع

 در بازتوليد هسته روش تمايز وجوه از بعضي

 و خطي مسائل حل براي ديگر هاي روش با مقايسه
 :كرد بيان زير صورت به توان مي را غيرخطي

 از استفاده در توانا و آسان سازي پياده داراي .١
  .است متنوع مرزي شرايط

 زمان سازي گسسته به و است شبكه از نياز بي .٢
 .داردن نيازي

 شرايط با غيرخطي مسائل از بسياري حل در .3
 .است توانا غيرموضعي

 طور به تحليلي جواب به تقريبي جواب .٤
 .است همگرا يكنواخت

  

 معادلات حل در بازتوليد هاي هسته نظريه اخيرا
 به جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادلات و ديفرانسيل

 عددي جواب] 9[ مقاله نويسندگان. استرفته  كار
 از استفاده با را فردهلم انتگرالي- ديفرانسيل ادلاتمع

. اند آورده دستهب هيلبرت بازتوليد هسته فضاي روش
 معادلات حل براي عددي روشي] 10[ مقاله در

 جواب و است شده پيشنهاد براتو نوع از ديفرانسيل
 بازتوليد هسته فضاي در معادلات اين تقريبي و دقيق

 از تقريبي و دقيق ابجو. است شده محاسبه هيلبرت
 فضاي در كسري مرتبه از تأخيري ديفرانسيل معادلات

. است شده محاسبه] 11[ مقاله در mW2بازتوليد  هسته
 الگوريتم يك بازتوليد هسته روش برپايه] 12[ مقاله در

 تغييراتي حساب مسائل از خاصي نوع حل براي تكراري
 تقريبي جواب همگرايي مقاله ناي در. است شده ارائه
] 13[ مقاله در. است شده اثبات لهمسئ دقيق جواب به

 شرايط با اوليه-مرزي مقدار مسائل حل براي روشي
 شده ارائه بازتوليد هسته فضاي يك در غيرموضعي

 معادلات تقريبي جواب آوردن دستهب براي. است
 در هيلبرت بازتوليد هسته فضاي روش شولز،-بلك
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  .است شده پيشنهاد] 14[ مقاله

 حل براي بازتوليد هسته روش مقاله، اين در
 شرط يك با خطي غير انتگرالي- ديفرانسيل معادلات
  :گيرد مي قرار بررسي مورد زير شكل به انتگرالي

)1(    y'(x) f (t, y(x), v(y(x)), w(y(x)),

x ,


 0 1

   

)2(        y( ) y( ) D(s)y(s)ds ,  
1

0

0 1 0   

 آن در كه

)   الف)  ( )) ( , ) ( ( ))v y x k s x G y s ds 
1

1
0

. 

)    ب) ( )) ( , ) ( ( ))
x

w y x k s x H y s ds  2
0

. 

y(x)ج)  :[ , ]01  است مجهول تابع. 

kد)  :[ , ] [ , ] 1 01 01  و k :[ , ] [ , ] 2 01 01  
 .هستند انتگرال معادله هاي هسته

  

 در :بود خواهد زير شكل به مطالب ارائه ترتيب
بازتوليد  هسته فضاي تعريف به ابتدا دوم، بخش

 [ , ]m
cW2 0  بخش در روش سازي پياده. پردازيم مي 1

 و همگرايي آناليز به چهارم بخش. شود مي ارائه سوم
 در نهايت در. يابد مي اختصاص روش خطاي هاي كران
 نتايج درستي ،عددي آزمايشات از استفاده با پنجم بخش
 خواهد قرار يدئتا مورد قبل هاي  بخش در شده ارائه

  گرفت.

  

  بازتوليد  تههسفضاي  2

] فضاي , ]1
2 0W T  

W توابع فضاي [ ,T]1
2   صورت:به را 0

'

W [ ,T] {y :[ ,T] | y [ ,T],

y L [ ,T]},

  



1
2

2

0 0 0
0

 
  

  يداخل ضرب با همراه
T

' '

W
y, z u( )v( ) y (x)z (x)dx,    1

2
0

0 0  

  نرم و 

, ,
W W

y y y    1 1
2 2

 

y,آن در كه كنيم، مي تعريف  z W 1
 كه است اضحو .2

Wفضاي  [ ,T]1
2  و هيلبرت بازتوليد  هسته فضاي ،0

  :است زير صورتبه آن بازتوليد  هسته

)3(         
1 , ,

( )
1 , .s

s s x
R x

x s x
 

   
  

  

]  فضاي , ]2 01m
cW 

m توابع فضاي .1 يفتعر
c W [ , ](m )2 01       را 2

  صورت:به
m

c

' (m )

(m)

 W [ , ] {y :[ , ] | y,

y ,..., y [ , ],

y( ) y( ) D(s)y(s)ds ,

y L [ , ]},



 



  





2
1

1

0
2

01 01
01

0 1 0

01




  

 :داخلي ضرب با همراه

m
c

' '

W

(m ) (m )

(m) (m)

y, z y( )z( ) y ( )z ( )

y ( )z ( )

y (x)z (x)dx,

 

   

 



2

1 1

1

0

0 0 0 0

0 0  

  :نرم و

, ,m m
c cW W

y y y   
2 2

 

. آن در كه كنيم، مي تعريف  , m
cy z W 2   

  

 هسته تابع آوردن دست به براي روشي اكنون

) بازتوليد )sK xفضاي در  [ , ]m
cW2 0 1  .كنيم مي بيان 
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) كنيم مي فرض )sK x فضاي بازتوليد هسته تابع 

m
c W [ , ]2 ) بازتوليد  هسته تابع باشد، 01 )sK x  در 

 كند: مي صدق زير رابطه

m
c

jm
( j)

s sj W
j

m
(m)

sm

y(x),K (x) y ( ) K ( )
x

y (x) K (x)dx r(s)(y( )
x

y( ) D(s)y(s)ds) y(s),






  




 



  







2

1

0

1

0
1

0

0 0

0

1

 

y آن در كه  [ , ] )و01 ) m
cy x W  استفاده با اكنون. 2

 :داريم جزء جزءبه گيري انتگرال از مكرر

m
c

jm
( j)

s sj W
j

m jm
m j ( j)

s xm j
j

m

sm

y(x),K (x) y ( ) K ( )
x

( ) y (x) K (x) |
x

y(x) K (x)dx
x

r(s)(y( ) y( ) D(s)y(s)ds) y(s).





 
 

 



  




 








   









2

1

0

2 11
1 1

02 1
0

1 2

2
0

1

0

0 0

1

0 1

  

   بطهرا برقراري براي

 
( ), ( ) ( )m

c
s W

y x K x y s  
2

  

  :باشيم داشته است كافي 
  

)4( 

j m j
m j

s sj m j

j

sj

m j
m j

sm j

m j

sm j

m j

sm j

K ( ) ( ) K ( )
x x

r(s) , j

K ( )
x

( ) K ( ) ,
x

j ,..., m

K ( ) , j ,
x

K ( ) r(s) ,
x

j ,..., m

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

  
  

  
 

    


  

 

 
  

 

2 1
1

2 1

2 1
1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

0 1 0

0 0

0

1 0 0

1 1

1 0 0

1 0

1 1

   

)5(   
m

sm
K (x) r(s)D(x) (x s).

x


    


2

2   

m  مشخصه  معادله داراي) 5(  معادله 2  مقدار با 0
 ي مشخصه  كلي شكل .است m2 تكرار با 0

( )sK x است زير صورتبه:  

)6(     

s

m
j

j
j

m
j

j
j

K (x)

c (s)x r(s)W(x), x s,

d (s)x r(s)W(x),s x,










 

 
  






2
1

1

2
1

1

  

  نآ در كه
m mx x x xx

m mW(x)    . ..  D (x )dx ...dx dx .
 

     
1 2 2 2 2 1

2 2 2 1
0 0 0 0 0

  

   داريم: اكدير دلتاي تابع هاي ويژگي به توجه با

)7(      
j j

s s
j jx s x s

K (x) K (x)
| | ,

x x
j , , ,..., m ,

  

 


 
 01 2 2 2

   

  و

)8(    
m m

s s
m mx s x s

K (x) K (x)
| |

x x
.

 

 

  

 


 
 

2 1 2 1

2 1 2 1

1
   

mاينكه به توجه با همچنين
s cK (x) W  زير  معادله ،2

  :داريم نيز را

)9(    s s sK ( ) K ( ) K (x)y(x)dx .  
1

0

0 1 0   

m داراي) 6(  رابطه  4 مجهول 1
( ), ( ), ( , ,..., )j jc x d x j m1 2 r(s) و 2  كه است 

 .آيند مي دستبه) 7(-)9( معادلات و) 4( معادله حل با

  
  بازتوليد هسته فضاي درجواب  3

 بوده يكتا وابج داراي) 2( و) 1(   مسئله كنيم مي فرض
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بازتوليد هسته فضاي به متعلق جواب و

m
c W [ , ](m )2 01 خطي عملگر اكنون. باشد 2
m

cL : W [ , ] W [ , ] 1
2 201  تعريف زير صورتهب را 01

  :كنيم مي
'( ) ( ).Ly x y x  

  شود: مي تبديل زير فرم به) 1( مسئله پس 

)10( Ly(x) f (x, y(x), v(y(x)), w(y(x)).  

L خطي عملگر كه است واضح  .است داركران 

 كنيم مي فرض i i
x 

1  در چگال مجموعه يك 
] بازه , ) دهيم مي قرار و بوده 01[ ) ( )i x ix R x   كه 

) آن در )sR x W بازتوليد فضاي هسته  [ , ]1
2  .است 01

 پس است، دار كران شده تعريف خطي عملگر كه آنجا از

* الحاقي عملگر m
cL : W [ , ] W [ , ]1

2 201  صورتبه 01
دهيم مي قرار نوناك. شود مي تعيين يكتا

*( ) ( )i ix L x . كه دهيم مي نشان زير  قضيه در 

 دنباله ( )i i

 
1  تشكيل كامل متعامد دستگاه يك 

 دهد. مي

 كنيد فرض) ]16، 15كنيد [ مشاهده( .1 يهقض i i
x 

1  
] بازه در چگال زيرمجموعه ,  آنگاه باشد، 01[

 ( )i i
x 

1 فضاي از كامل متعامد دستگاه يك 
m

c W [ , ]2   داريم: و بوده 01
( ) ( ) | ,

ii s s s xx L K x   

L خطي عملگر در sانديس آن در كه   اين بيانگر 
L عملگر كه است s از تابعي عنوان به   برده كار به 
 .شود مي

يكه متعامد دنباله آوردن دست به منظور به

 ( )i i
x




1
m بازتوليد  هسته فضاي از 

c W [ , ]2 01، 

 بريم، مي كارهب را اشميت گرام سازي متعامد يندافر
 :داريم بنابراين

( ) ( ), , , ,....
i

i ik k
k

x x i  


 
1

1 2 3  

كنيد فرض) ]16و  15كنيد [ مشاهده( .2 يهقض 
1i i

x 


 

] بازه در چگال زيرمجموعه ,  جواب همچنين باشد، 01[
 به) 10(  مسئله جواب گاهآن باشد، يكتا) 10( مسئله
  :است زير شكل

)11(        

i

ik k k
i k

k k i

m
c

y(x) f (x , y(x ),

v(y(x )), w(y(x ))) (x)

W [ , ].



 

 






1 1

2 01
   

  تقريب محاسبه
  مقدار) 11( رابطه در كه آنجا از 

( , ( ), ( ( )), ( ( )))k k k kf x y x v y x w y x  
 جواب تقريب براي تكراري روش يك است، مجهول 

 تقريبي، جواب محاسبه منظور  به .دهيم مي ارائه
m

cy W [ , ]0 2  از استفاده با و كنيم مي انتخاب را 01
  :سازيم مي را زير تكراري   دنباله) 10(  رابطه

)12(        
n n

n n

n n n

Lz (x) f (x, y (x),

v(y (x)), w(y (x))),

y (x) P z (x),



 




 

1

1 1   

m  آن در كه
n cz W [ , ] 2   و است) 12( جواب01

m
n c nP : W [ , ] { (x), (x),..., (x)}   2 1 201  

  .است متعامد گر تصوير كي

 كنيد فرض .3 يهقض i i
x 

1  چگال يرمجموعهز 

] بازه در پذير شمارش ,  جواب اينكه بيشتر و باشد 01[
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 به) 12(  مسئله جواب گاهآن ،باشد يكتا) 12(  مسئله
 :است زير شكل

( ) ( ), , ,...,n i i
i

z x H x n




 
1

1 2
 
  كه در آن

(( , ( )

, ( ( )), ( ( )))].




 

 
i

i jk k n k
k

n k n k

H f x y x

v y x w y x

 1
1

1 1

 

-مرتبه تقريب بنابراين n   :است زير صورتبه جواب ام 

)13(   n n n i i
i

y (x) P z (x) H (x),

n , ,...,





  




1

1 2
   

iH آن در كه   :است زير صورتبه 

k k k k
k

k k k k

k k k k
k

k k k k

H f (s, y (x ), v(y (x ))

, w(y (x ))),

H f (x , y (x ),

v(y (x )), w(y (x ))),

H f (x , y (x ),

v(y (x )), w(y (x ))),




 




 









 

 

 











1 11 0 1 0 1

0 1
2

2 2 1
1

1 1
3

3 3 1
1

1 1



  

  

  خطا و همگراييآناليز  4

 را) 1(  مسئله براي جواب وجود مقاله از قسمت اين در
 كه كنيم مي اثبات همچنين و داده قرار بحث مورد

 .است دقيق جواب به همگرا) 13( تقريبي جواب

.4 يهقض m
c

n n  W [ , ]
B y (x) | y C[ , ]   

2 01 01  

 آن در كه  مجموعه يك است، حقيقي تثاب يك 
 .است دار كران

  :كه دانيم مي. برهان
)14(             m

c
n n  W [ , ]

y y ,  2 01      

 آن در كه  هر براي بنابراين است. مثبت حقيقي ثابت 
x [ , ] ) و 01 )ny x B  مثبت حقيقي ثابت   

   كهطوري به است موجود

ny    

  □              كند. مي كامل را اثبات اين كه

 .5 يهقض m
c

n n  W [ , ]
B y (x) | y C[ , ]   

2 01 01  

 كه در آن -هم  مجموعه است، يك حقيقي ثابت يك 

  است. پيوسته
  هك شود مي نتيجه 4  قضيه برهان. از

' '' m
c

m ' '' m
c c

m ' '' m
c c

' ''
n n

n s s  W [ , ]

n  W [ , ] s s  W [ , ]

' ''
n s W [ , ] s [s ,s ]  W [ , ]

' ''

| y (s ) y (s ) |

| y (x),K (x) K (x) |

y K K

d
y K | | s s |

ds

| s s |,




   

 

 

  

2

2 2

2 2

01

01 01

01 01

   

   

   

 آن در كه  انتخاب با است. حقيقي ثابت 


  

'  هر براي ''s , s [ , ]   :داريم 01
' '' ' ''| | | ( ) ( ) |    n ns s y s y s   

  □                 كند. مي كامل را اثبات اين كه

 :باشد برقرار زير شرايط اگر. 6 يهقض

الف)  i i
x 

1 بازه از چگال مجموعه زير يك [ , ]01 
 .است

 ب) m
c

n n  W [ , ]
B y (x) | y C[ , ]   

2 01 01 .   

) تابع) ج , , , )f x y v w  آن  در كه است پيوسته 
x [ , ]    و 01

( ), ( ( )), ( ( ))y y x v v y x w w y x   � 
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  دنباله زير آنگاه  ,ny B







1
y(x) و  C[ , ] 01 

  :كهطوري به است موجود

)15(
k

n

ik k n k

n k n k i

n i

i k

y(x) lim y (x)

lim f (x , y (x ), 

v(y (x )), w(y (x ))) (x)       





 

 





 



 




1 1

1 1
1   

B برهان. مجموعه  هر پس ،است پيوستههم و دار كران 
B در دنباله  متعلق آن حد كه دارد همگرا زيردنباله كي 

B به   دنبالهزير بنابراين. است  ny




 1
B از   

  كهطوريهب, است موجود

nlim y y .
   0   

                                                        □
 

 و باشد برقرار  6  هقضي شرايط كنيم فرض .1تذكر 

  م:باشي داشته
k

ik k n k

n k n k i

n i

i k

y(x) lim f (x , y (x ),

v(y (x )), w(y (x ))) (x).



 

 




 





 




1

1 1

1
1  

)پيوستگي به توجه با , , , )f x y v w از استفاده با و 
 :داريم) 12(  معادله

( ) ( , ( ), ( ( )), ( ( )).Ly x f x y x v y x w y x  

 زيردنباله  6  قضيه شرايط با بنابراين  ny




 1
B از   

  .است) 12(  معادله جواب حدش و همگراست

 و وجود شرط كردن لحاظ با زير  قضيه در اكنون

} دنباله كه كنيم مي اثبات را جواب يكتايي }n ny 
1  به 

 .همگراست يكنواخت طوربه) 15( جواب

  

 جواب همچنين و برقرار 6  قضيه شرايط هرگاه .7 يهقض

 داريم: باشد، آنگاه يكتا و موجود) 12(  معادله

nn
lim y y .


  0    

 كنيم فرض. برهان n n
y B


1 y به همگرا   نباشد، 

زيردنباله و 0 مثبت عدد يك بنابراين ny B
 


1

 

  :كهطوري به  است موجود
)16(       ny y , , ,...,.

     0 1 2   

 كه آنجا زا ny B
 


1

 توابع از زيرمجموعه يك 

 بنابراين است، پيوسته توابع فضاي از پيوسته و دار كران
ŷ به كهطوريهب است، موجود آن از زيردنباله يك

 شود، وارد خللي كليت به اينكه بدون. است همگرا

 كه نمود فرض توان مي 
1ny

 
ŷ به   طور به 

  :داريم است، بنابراين همگرا يكنواخت
)17(             nim y .ˆl y

 
  0    

است،  ايكت و موجود) 12(  معادله جواب كه آنجا از
 را اثبات اين كه است متناقض) 16(  رابطه با) 17(  رابطه
 □             .كند مي كامل

 جواب همچنين و برقرار 6  قضيه شرايط هرگاه .8 يهقض

 :داريم باشد، آنگاه يكتا و موجود )12(  معادله
(k) (k)
n

n
lim y y , k , ,..., m .

   0 1 2 1    

 نيز را قضيه اين توان مي ،7  قضيه برهان مشابه برهان:
  □               نمود. اثبات

 خطا آناليز
 پيشنهادي روش خطاي آناليز مقاله از قسمت اين در 

 .دهيم مي ارائه را انتگرال- ديفرانسيل معادلات حل براي

اگر. باشد برقرار 7  قضيه شرايط كنيم فرض .9 يهقض

ny، در) 12(  معادله براي آمده دستهب تقريبي جواب 

m   فضاي
c W [ , ]2  :داريم آنگاه باشد01

(k) (k) m k
n m ky y  ,h

k , , ,m ,

 
    

  

1
1

01 2
 
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m آن در كه  k , k , , ,m    1 01  هاي ثابت 2

1و اند حقيقي 1 1. max ( )i n i ih x x      

 . برهان    در اكنون. كنيم مي انتخاب دلخواه هب را 0
j زيربازه j[x , x ] [ , ] 1  براي، 8  قضيه از استفاده با 01
n مقادير   :داريم بزرگ كافي اندازه به 

)18(   

(m ) (m )
n

(m ) (m )
j

(m ) (m )
n j n

| y (x) y (x) |

| y (x) y (x ) |

        | y (x ) y (x) | .

 

 

 



 

  

2 2

2 2

2 2

   

m) كه آنجا از ) m
cy (x) W [ , ] 2

2  بنابراين ،01  0 
  :كهطوريهب است موجود

)19(       (m ) (m )
j| y (x) y (x ) | h.   2 2   

 :زير  رابطه به توجه با

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,
jx

m m m
n j n n

x

y x y x y t dt    2 2 1  

  :كهطوريهاست، ب موجودمثبت حقيقي ثابت 

)20(        (m ) (m )
n j n| y (x ) y (x) | h.   2 2   

) 20( و) 19( ،)18( هاي رابطه از استفاده با بنابراين
  :داريم

)21(     (m ) (m )
n| y (x) y (x) | h.     2 2   

  :كه دانيم مي

)22(        

j

(k ) (k )
n

(k) (k )
j n j

x
(k ) (k )

n

x

y (x) y (t)

y (x ) y (x )

(y (t) y (t))dt

, k , , , m .

 



 

 

  

 1 1

01 3

   

 كارگيريهب و) 22( و) 21( هاي رابطه استفاده با اكنون
  □                 است. كامل اثبات 8 و 7 ي ها قضيه

  هاي عدديآزمايش 5
  

 اين كارايي تا است شده آورده مثال دو قسمت اين در
 با غيرخطي ديفرانسيل-انتگرال معادلات حل در روش
 دقت دادن نشان براي. دهيم نشان را انتگرالي شرط يك

  :كنيم مي گزارش را زير خطاي تقريبي جواب
(i) (i) (i)
n i n i

i n
e max | y (x ) y (x ) |,

i , , ,...,m .
 

 

 
1

01 2 1
 

  
  ديفرانسيل- انتگرال معادله .1مثال 

' x s x

x

y (x) g(x) e y(x) e y(s)ds

 (s x)y (s)ds, x ,

g(x) x (x )x ( x )x

x ( e)x ( e )x ,

 

   

     

     





1

0

2

0

6 5 4

4 2

2

0 1

1 1 12 2 1
6 5 4

1 6 2 2 8 1
3

  

  :انتگرالي شرط با را

y( ) s ( s)y(s)ds  
1

2

0

0 2 3 0   

  مسئله اين دقيق جواب .بگيريد نظر در

y(x) x x   گرهي نقاط انتخاب با .است 2
n

i
i

i
x

n 

  
  1

 توانيم مي پيشنهادي وشر كارگيريهب و 

 در. آوريم دستهب مذكور  معادله براي را تقريبي جواب
 است مطلب اين گويايبيشينه  خطاي مقادير ،1 جدول

 با تقريبي هاي جواب يافتن براي پيشنهادي روش كه
هاي تقريب 1 شكل در. است مناسب بالا دقت درجه

(i)y , i ,45 c W فضاي در 01 [ , ]2
2  شده داده نشان 01

  .است
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 فضاي در جواب گسسته ماكزيمم خطاي. 1جدول 

cW [ , ]2
2   .)1 (مثال 01

n ( )n n ce y W 2
2

' ( )n n ce y W 2
2 

30 .  58 721 10 .  46 721 10 

35 .  52 491 10 .  44 801 10 

40 .  52 491 10 .  44 893 10 

45 .  64 199 10 .  52 982 10 

  

 
iyهاي  تقريب .1شكل  , i ,45 cWفضاي  در 01 [ , ]2

2 01 
  .)1(مثال 

 

  ديفرانسيل- انتگرال معادله .2مثال 

'

x

x

x

y (x) g(x) sy (s)ds

(s x)y (s)ds, x ,

g(x) e e e

ex e x x e ,

 

 

 

   

    

   





1
2

0

2

0

1 2

2 2 2 2

0 1

15 14
4 2

1 1 12
2 2 4

  

  انتگرالي: شرط با را

( e)
y( ) y(s)ds

( e)


 

 
1

0

10 0
2

   

 مسئله اين دقيق جواب .گيريم مي نظر در

( ) xy x e    .است 11

 گرهي نقاط تخابان با
n

i
i

ix
n 

  
  1

          و 

 تقريبي جواب توانيم مي پيشنهاد شده، روش كارگيريهب
 ،2جدول  در. آوريم دستهب مذكور  معادله براي را

 روش كه است مطلب اين گوياي بيشينه، خطاي مقادير
 دقت درجه با تقريبي هاي جواب يافتن براي پيشنهادي

هاي تقريب 2شكل  در. ستا مناسب بالا
(i)y , i , ,55 01 c Wفضاي  در 2 [ , ]3

2  شده داده نشان 01
  .است

  
c Wفضاي  در جواب گسسته ماكزيمم خطاي .2جدول  [ , ]3

2   .)2(مثال  01

n ( )n n ce y W 3
2

' ( )n n ce y W 3
2

'' ( )n n ce y W 3
2 

40 .  55 657 10 .  47 413 10 .  34 803 10

45 .  68 394 10 .  47 341 10 .  34 415 10

50 .  63 283 10 .  56 655 10 .  32 132 10

55 .  63 091 10 .  51 612 10 .  48 193 10
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iy هاي تقريب .2شكل  , i , ,55 01 c Wفضاي  در 2 [ , ]3

2   )2(مثال  01
  

  
  گيرينتيجهبحث و  6

 معادلات از تقريبي جواب يافتن منظور به مقاله اين در
 در انتگرالي شرط با همراه غيرخطي ديفرانسيل- انتگرال

m فضاي
c W [ ,T]2  به را هيلبرت بازتوليد هسته روش0

 فصل از قبلي هايقسمت در آنچه به توجه با. برديم كار
 :داريم را زير شد، نتايج بحث

  

m جواب فضاي بازتوليد هسته) الف
cW [ , ]2  شرط در01

 .كند مي صدق  مسئله انتگرالي
  

 طور به را جواب توان نمي غيرخطي مسائل حل در) ب
 دنباله بنابراين آورد دستهب) 11( رابطه از مستقيم

 جواب داديم نشان و كرديم پيشنهاد را) 12( تكراري
 آن مشتقات و دقيق جواب به آن مشتقات و تقريبي

 .است يكنواخت همگراي
  

بازتوليد  هسته فضاي در را تقريب خطاي) ج
m

c W [ , ]2  همگرايي كه داديم نشان و آورديم دستهب 01
آن مشتقات و تقريبي جواب يبرا روش

k
ny , k , , ,...,m 01 )1 مرتبه از 2 )m kO h    .است 

 اين گوياي عددي آزمايشات آمده از  دستهب نتايج) د
 معادلات حل در پيشنهادي روش كه است مطلب

 انتگرالي شرط با همراه غيرخطي ديفرانسيل- انتگرال 
  .كند مي عمل خوب بسيار

  

References 

[1] N. Aronszajn, Theory of reproducing kernels. 
Trans. Am. Math. Soc., 68 (1950) 337-404. 

[2] Y. Zhou, M. Cui, Y. Lin, Numerical algorithm 
for parabolic problems with non-Classical 
conditions, J. Comput. Appl. Math., 230 ( 2009) 
770-780. 



 در . . . يهمراه با شرط انتگرال يانتگرال- يفرانسيلمعادلات د يحل عدداميني و فردي: 

105 

 
[3] Y. Zhou, M. Cui, Y. Lin, W. Jiang, M. Cui, Y. 
Lin, Anti-periodic solutions for Rayleigh-type 
equations via the reproducing kernel Hilbert space 
method, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 
15 (2010 ) 1754-1758.  

[4] F. Geng, M. Cui, A reproducing kernel 
method for solving nonlocal fractional boundary 
value problems, Appl. Math. Lett., 25 (2012) 818-
823.  

[5] F.Z. Geng, X. M. Li, A New Method for 
Riccati Differential Equations Based on 
Reproducing Kernel and Quasilinearization 
Methods, Abstr. Appl. Anal. (2012) 1-8. 

 
[6] M. Cui, F. Geng, A computational method for 
solving one-dimensional variable-coefficient 
Burgers equation, Appl. Math. Comput., 188 
(2007) 1389-1401. 

[7]  F. Geng, M, Cui, Solving a nonlinear system 
of second order boundary value problems, J. 
Math. Anal. Appl., 327 (2007) 1167-1181. 

 
[8] X. Lv, M. Cui, An efficient computational 
method for linear fifth-order two-point   boundary 
value problems, J. Comput. Appl.  Math., 234 
(2010) 1551-1558. 

[9] O.A. Arqub, M. Al-Smadi, N. Shawagfeh, 
Solving Fredholm integro-differential equations 
using reproducing kernel Hilbert space  method, 
Appl. Math. Comput., 219 (2013) 8938-8948. 

[10] M. Inc, A. Akgül, F. Geng, Reproducing 
Kernel Hilbert Space Method for Solving Bratu’s 
Problem, Bull. Malays. Math. Sci. Soc., 38 (2014) 
271-287. 
 

[11] M. Ghasemi, M. Fardi, R. Khoshsiar 
Ghaziani, Numerical solution of nonlinear delay 
differential equations of fractional order in 
reproducing kernel Hilbert space, Appl. Math. 
Comput., 268 (2015) 815-831.  

[12] M. Fardi, M. Ghasemi, R. Khoshsiar 
Ghaziani, The Reproducing Kernel Method for 
Some Variational Problems Depending on 
Indefinite Integrals, Mat. Model. Anal., 21 (2016) 
412-429.  
 

[13] M. Fardi, M. Ghasemi, Solving nonlocal 
initial-boundary value problems for parabolic and 
hyperbolic integro-differential equations in  
reproducing  kernel  hilbert space, Numer. 
Method. Partial. Differ. Equ., 3 (2016) 174-198.  

[14] S. Vahdati, M. Fardi, M. Ghasemi, Option 
pricing using a computational method based on 
reproducing kernel, J. Comput. Appl. Math., 328 
(2018) 252-266.  

[15] B. Han, Reproducing Kernel Methods for 
Solving Inverse Problems, J. Appl. Comput. 
Math., 1 (2012) 1-4.  
 

[16] M. Inc, A. Akgül, A. Kiliçman, Explicit 
Solution of Telegraph Equation Based on 
Reproducing Kernel Method, J. Funct. Spaces, 
(2012) 1-23. 

 


